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3 Anmerkung

Anmerkung

Diese Datei ist ein Remake der Diplomarbeit aus dem Jahr 1976 mit den heutigen
Mitteln.

Die Diplomarbeit wurde mit den seinerzeit Ublichen Hilfsmitteln erstellt. Der Text wurde
mit einer mechanischen Schreibmaschine erstellt. Hoch- und Tiefstellungen konnten
durch Drehen der Walze um eine Raste erzielt werden. Die vielen nicht auf der
Schreibmaschinentastatur vorhandenen Zeichen (griechische Buchstaben,
mathematische Zeichen) wurden nachtréaglich handschriftlich eingesetzt. Ferner wurden
die Seitenzahlen und die Nummern der mathematischen Aussagen (Satze und

Lemmas) nachtraglich handschriftlich eingesetzt.

Das in Papierform vorliegende Exemplar der Diplomarbeit im Umfang von 370 Seiten
wurde jetzt eingescannt und mit der OCR-Funktion des Programms Adobe-Finereader
digitalisiert. Die handschriftlich eingesetzten Zeichen und auch die hoch- und
tiefgestellten Zeichen wurden vom verwendeten Programm leider nur unzureichend

erkannt. Es war deshalb in grofiem Umfang Nacharbeit erforderlich.

Der Text der Diplomarbeit wurde in der Originalform belassen. Das betrifft auch die
Rechtschreibung. Das Layout wurde jedoch angepasst. Die Verwendung der Schriftart
Arial Schriftgrof3e 12 mit einem Zeilenabstand von 1,5 lieferte ein wesentlich

kompakteres Layout.

Fur die Diplomarbeit wurden auch Berechnungen auf der Zentralrechenanlage der TU
Berlin durchgefiihrt. Die Programmerstellung erfolgte damals noch auf Lochkarten.
Nachdem die Lochkarten erstellt worden waren, wurde das Programm als
Lochkartenstapel an der Zentralrechenanlage abgegeben. An einem der nachsten Tage

konnte dann der vom Programm erzeugte Ausdruck abgeholt werden.

Die nachste Seite zeigt die eingescannte Seite 29 der Diplomarbeit.
Unter Orbit (Transitivitatsgebiet, Transitivitditssystem) eines Elements der x der Gruppe G verstehen wir
die Menge O(G,x) ={ gx| geG}



Anmerkung
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2.17 SATZ:
Seien G, und G, zwel Gruppen. Sei H € Gy N Gy, , so daB
Hi eine Cayleymenge sowohl von G,I als auch von G2 ist.
Fir i =1, 2 sei definiert:

Sei n< WM.
n
Ist dann wq(n+1> = wg(n+1) , so sind die Graphen x4<2>

CON
und X, 2/ isomorph.

Bewelis:
: 1 g n

Fir alle x <€V(Y;) ist d(x,e)< F(ns1)  (i=1,2) .
Also gibt es Elemente h, ,hsyees,h € H , so dal x = h hse..hb,

und r = d(x,e) ist.
Sei ¢£: V(Yq) P V(Yz) definiert durch £(e) = e und

. g(hyhpeeah) = hyhseooh fiir alle by € H (1£i€r) und

alle zmit 1% » € %(n+1). Dann ist & eine wohldef. AbDe.e.

-1 1., =1,

1 : LY el
rys € m(n+1) , so dst w : ko e..ky kg hyhse.ch =€

‘eine Relation aus W, . Dabei ist I(w) =r+s8 £ n+1 .
Also ist dann w € wq(n+1> = wg(n+1) .
Ferner ist £ Dbijektiv, wie analog folgt.

Seien x,y € V(Y;) , so daB [x,z1 € B(Y,) ist.

Dann ist h:= x—qy € H und w : X-th—q = e eine Relation

aus W, . Ds ist 1(w) = d(e,x) + d(e,y) + 1 «
Ist n = O(mod 2) , so ist d(e,x),d(e,y) < g .

D&nn ist 1L(w)<€ n+1 .



5 Einleitung

Einleitung

Ein ungerichteter schlichter Graph X wird graphische Darstellung einer Gruppe G
genannt, wenn die Automorphismengruppe A(X) von X isomorph zu G ist. R. FRUCHT
[Fr 1] hat gezeigt, dal3 jede endliche Gruppe eine endliche graphische Darstellung
besitzt. G. SABIDUSSI [Sa 4] hat gezeigt, dal? jede unendliche Gruppe eine
(unendliche) graphische Darstellung besitzt.

Ausgehend von diesen Resultaten ist von einer Anzahl von Autoren das Problem der
graphischen Darstellbarkeit von Gruppen untersucht worden, wenn man an die
graphischen Darstellungen zusatzliche Anforderungen stellt.

Solche Anforderungen sind z.B. Eigenschaften der Automorphismengruppe als
Permutationsgruppe auf der Eckenmenge V(X) von X.

Bereits R. FRUCHT hat in [Fr 1] die Frage untersucht, ob es zu jeder endlichen Gruppe
G eine graphische Darstellung X von G gibt, bei der A(X) transitiv auf V(X) ist. Am
Beispiel der zyklischen Gruppe Zs3 hat er gezeigt, dal3 dies nicht immer der Fall ist.

W. IMRICH und M.E. WATKINS haben in einer Reihe von Arbeiten das Problem
untersucht, welche Gruppen eine graphische Darstellung besitzen, bei der die
Automorphismengruppe A(X) regular auf der Eckenmenge V(X) ist. Eine solche
graphische wird regulare graphische Darstellung (GRR) genannt.

Das oben genannte Problem wird nach M.E. WATKINS als GRR-Problem bezeichnet.
Das Thema dieser Arbeit ist die Untersuchung des GRR-Problems fur auflésbare
Gruppen. Die Losung des GRR- Problems fur auflésbare Gruppen ist ein erster Schritt
zur Lésung des allgemeinen GRR-Problems, die gegenwartig noch nicht in Sicht ist.
Diese Arbeit stitzt sich im Wesentlichen auf die Arbeiten von W. IMRICH und M.E.
WATKINS Uber das GRR-Problem, die fast alle das GRR-Problem fiir auflésbare
Gruppen behandeln. Im Folgenden geben wir einige der wichtigsten Ergebnisse Uber
das GRR-Problem fur auflosbare Gruppen an. C.Y. CHAO [Ch 1] und G. SABIDUSSI
[Sa 3] haben unabhangig voneinander gezeigt, dald die abelschen Gruppen L, deren
Exponent exp(L) > 2 ist, keine GRR’s besitzen. L.A. NOWITZ [No 1] und M.E.
WATKINS [Wa 1] haben unabh&ngig voneinander gezeigt, dal3 die verallgemeinerten
dizyklischen Gruppen (GDC-Gruppen) keine GRR’s besitzen.

M.E. WATKINS [Wa 3] hat die Vermutung geaupert, dal3 es eine natirliche Zahl n gibt,
so dalf? alle nichtabelschen, nicht-GDC-Gruppen, deren Ordnung > n ist, eine GRR
besitzen. L.A. NOWITZ und M.E. WATKINS [No-Wa 2] haben gezeigt, dal} alle
nichtabelschen Gruppen, deren Ordnung relativ prim zu 6 ist, eine GRR besitzen.
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W. IMRICH [Im 6] hat gezeigt, dal3 alle nichtabelschen Gruppen ungerader Ordnung mit
Ausnahme einer Gruppe der Ordnung 27 eine GRR besitzen.

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist die Losung des GRR-Problems fur auflosbare
Gruppen. Sie lautet:

Sei G eine auflosbare Gruppe. Genau dann besitzt G eine GRR, wenn

a) G eine nichtabelsche, nicht verallgemeinert dizyklische Gruppe und keine von
zehn Ausnahmegruppen ist, deren Ordnung samtlich < 32 ist,

oder

b) G eine der Gruppen Z2" ist, wobei n e Nund n # 2,3,4 ist.

Es kommt uns in dieser Arbeit darauf an, fur den gropten Teil der benétigten Resultate
auch den Beweis anzugeben. Dennoch werden wir an einigen Stellen Resultate
zitieren, ohne den Beweis hier zu fihren. Ferner wurde auf eine Trennung der rein
gruppentheoretischen von den graphentheoretischen Ergebnissen Wert gelegt.

Eine zentrale Rolle bei der Untersuchung des GRR-Problems spielt der Begriff des
Cayley-Graphen. G. SABIDUSSI [Sa 1] hat gezeigt, dal? jede GRR einer Gruppe G
isomorph zu einem Cayley-Graphen der Gruppe G ist. L.A. NOWITZ und M.E.
WATKINS [No-Wa 1] haben ein hinreichendes Kriterium dafiir angegeben, dal} ein
Cayley-Graph einer Gruppe eine GRR dieser Gruppe ist. Die Automorphismengruppen
der Cayley-Graphen sind transitiv auf den Eckenmengen. Unter dem Cayley-Index
eines Cayley-Graphen verstehen wir die Machtigkeit des Stabilisators einer Ecke.
Unter dem Cayley-Index c(G) einer Gruppe G verstehen wir das Minimum der Cayley-
Indices der Cayley-Graphen der Gruppe G.

Ein Cayley-Graph der Gruppe G, dessen Cayley-Index gleich dem Cayley-Index c(G)
der Gruppe G ist, wird als MRR (most rigid representation) der Gruppe G bezeichnet.
Neben der direkten Konstruktion von GRR's fur einzelne Gruppen werden zur Lésung
des GRR-Problems Methoden bendtigt, mit denen ausgehend von einer MRR einer
Gruppe MRR’s fir andere Gruppen konstruiert werden kdnnen. Wir behandeln zwei
solche Methoden: die Erweiterungsgruppen- und die Faktorgruppenmethode.

Ist G eine Gruppe und X eine MRR von G, so gehen wir bei der Erweiterungsgruppen-
methode so vor, dal? wir flr eine gegebene Erweiterungsgruppe Gi von G diejenigen
Cayley-Graphen X1 untersuchen, bei denen die auf den Nebenklassen von G in G1
induzierten Untergraphen samtlich isomorph zum Graphen X sind. Unter diesen
Graphen befindet sich dann i.A. eine MRR der Gruppe Gi.

Bei der Faktorgruppenmethode wird fir eine gegebene Faktorgruppe Go der Gruppe G
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durch "Faktorisierung" der MRR X der Gruppe G ein Cayley-Graph Xo bestimmt. In den
Graphen X und Xo sind dann gewisse "Umgebungen” der Ecke e isomorph. Haufig lapt
sich daraus ablesen, dal? Xo eine MRR des Gruppe Go ist.

Der Beweis der Losung des GRR-Problems fur auflosbare Gruppen ist ein Beweis
durch vollstandige Induktion. Die Induktion wird dabei tGber die Lange der
Kompositionsreihen der Gruppen gefiihrt. Der Induktionsanfang besteht in einer
Vielzahl von Einzelergebnissen tber den Cayley-Index kleiner Gruppen. Der
Induktionsschlup besteht in der Anwendung der Erweiterungsgruppenmethode, wobei
je nach dem Typ der zu erweiternden Gruppe und der Art der Erweiterung eine groere
Zahl von Fallen unterschieden wird.

In Kapitel | werden die grundlegenden Definitionen angegeben. Weiter wird dort der
Cayley-Graph definiert und seine Eigenschéften untersucht.

In Kapitel 1l werden Cayley-Graphen von Erweiterungen vorgegebener Gruppen
untersucht. Dadurch werden die zur Anwendung der Erweiterungsgruppenmethode
notigen Hilfsmittel bereitgestellt.

In Kapitel 1l wird der Cayley-Index der abelschen und der GDC-Gruppen bestimmt.
Dies ist erforderlich zu der in Kapitel IV erfolgenden Bestimmung des Cayley-Indexes
der nichtabelschen, nicht verallgemeinert dizyklischen Erweiterungen von abelschen
und GDC-Gruppen.

In Kapitel V wird der Cayley-Index der nichtabelschen, nicht-GDC-Gruppen, deren
Ordnung < 32 ist, sowie der einiger nichtabelscher, nicht-GDC-Gruppen gréperer
Orcnung bestimmt. Damit wird der Induktionsanfang sichergestellt.

In Kapitel VI wird der Cayley-Index der Erweiterungen der oben erwahnten zehn
Ausnahmegruppen bestimmt. Dies ist gesondert erforderlich, da die allgemeine
Erweiterungsgruppenmethode hier keine Resultate liefert.

In Kapitel VII beweisen wir den Hauptsatz Uber das GRR-Problem fir auflosbare
Gruppen durch vollstandige Induktion.

Die Arbeit enthalt zwei Anhange. In Anhang 1 findet sich eine tabellarische Ubersicht
Uber die Gruppen, deren Ordnung < 32 ist, sowie die zugehdrigen Cayley-Indices und
minimalen MMR’s. Anhang 2 enthalt einige Computerprogramme, die zur Bestimmung
der Cayley-Indices einiger ,kleiner" Gruppen benutzt wurden, sowie die zugehdrigen
Programmbeschreibungen.

Literaturhinweise sind in eckige Klammern gesetzt. Weichen Voraussetzungen oder

Aussagen der Satze bzw. Lemmas, auf die verwiesen wird, stark ab, so werden die
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Literaturhinweise zusatzlich in runde Klammern eingeschlossen, ohne auf die Ab-
weichungen naher einzugehen.

Herr Prof. Dr. W. Imrich und Herr Prof. Dr. M. E. Watkins stellten mir die Manuskripte
ihrer noch nicht erschienenen Arbeiten zum GRR-Problem zur Verfigung. Fir diese
Unterstitzung, ohne die diese Arbeit nicht méglich gewesen wére, mochte ich mich hier

bedanken. Dartber hinaus danke ich Herrn Prof. Dr. W. Imrich fir Hinweise und

Anregungen.
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1 ALLGEMEINES

1.1. Definitionen
Alle vorkommenden Graphen seien, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, schlichte
ungerichtete endliche Graphen. Alle vorkommenden Gruppen seien, wenn nicht
ausdricklich anders vermerkt, endliche Gruppen.
Ist X ein Graph, so sei:
V(X) seine Eckenmenge
E(X) seine Kantenmenge
A(X) seine Automorphismengruppe
Sind x,y € V(X),und ist U < V(X), so sei
d(x,y) der Abstand der Ecken x und vy,
Sn(x) ={z eV(X) | d(x,z) = n} (n € N) die n-Sphére der Ecke x im Graph X.
N(x) = S1(x) die Menge der Nachbarn der Ecke X,
N(x,U) = N(x) N U,
o(X) = [N(x)| der Eckengrad der Ecke X,
e(x,U) = [N(x,U)],
Ax(X) = {p € AX)| @(x) = x} der Stabilisator der Ecke x,
X|u der auf der Eckenmenge U induzierte Untergraph von X.
Es sei: X' der Komplementargraph des Graphen X
N'(x) = V(X) - (N(x) U {x}) die Menge der Nachbarn der Ecke x im Graphen X’
Q'(x) = IN'(x)l,
N'(x,U) = N’(x) N U,
e'(x,U) = N'(x,U)
Der Graph X wird, isovalent und speziell p-valent-genannt, wenn es eine Kardinalzahl
o gibt, so daf fur alle x € V(X) gilt: o (X) = @ [Im-Wa 1, S. 462].
Ist G eine Gruppe, so sei:
e ihr neutrales Element,
Z(G) ihr Zentrum,
Aut(G) ihre Automorphismengruppe,
Sind x,y € Gund ist U c G, so sei
[x,y] = xlyIxy der Kommutator von x und y,
xU ={xz |z € U}.
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Ul=(z]|zte U},

<U> die von U erzeugte Untergruppe von G

Zentr(X) = {g € G | xg = gx } der Zentralisator des Elements x von G.

Endliche Gruppen geben wir haufig in der Form < aa,.....,ar | Ry, ...... , Rs >an.

Dabei sind die Elemente aa,...,an ein Erzeugendensystem der Gruppe und die
Relationen R1,...Rn die erzeugenden Relationen.

Unter den erzeugenden Relationen treten Aussagen uUber die Ordnung der Elemente ai
auf in der Form: ai = e (d.h. o(ai) = k ) oder in der Form: ai = a;. Ferner treten Aussagen
Uber die Kommutatoren auf in der Form ait akai = .....

Ist fir zwei Elemente ai und axk keine derartige Kommutatorrelation angegeben, so
bedeutet das, dal3 ai und axk kommutieren.

Die Elemente as,....,ar werden im Allgemeinen so gewahlt sein, dal3 die Gruppe

<ai,..., ai+1 > jeweils zyklische Erweiterung der Gruppe <aa,., ai> ist.

Die zyklischen Gruppen mit n Elementen seien mit Zn bezeichnet.

1.2. Definition:
Seir e N. Fur. 0 <i<rseien mi € N, so dafld mi+1|mij ist.
Sei definiert:

(M1,...., Mr) = Zm1 X Zm2 X.... X Zmr
Ist L = (m1,mz2,....,mr), SO sei die Reprasentation

<aiaz,.....ar | a™=-e (l<is<r) >

von L durch erzeugende Elemente als Standardreprésentation von L bezeichnet.
Bemerkung: Wegen des Hauptsatzes Uber endlich erzeugte abelsche Gruppen ist die
Zuordnung der Menge der endlichen abelschen Gruppen zur Menge der Symbole (mz,

mz,....,mr ) eineindeutig.

1.3. Definition: [No-Wa 1, S. 994]

Eine nichtabelsche Gruppe G wird verallgemeinert dizyklische Gruppe (GDC-Gruppe)
der abelschen Gruppe L genannt, wenn

i) L Untergruppe vom Index 2 in G ist, und

ii)eseinb e G - L gibt, so daR o(b) =4 und b*xb = x fur alle x € L ist.

Ist L eine zyklische Gruppe, so heift G dizyklische Gruppe (DC-Gruppe).

Ist L = Za, so ist G = <a,b | a* =e,b? =a?,blab=al >.

Dann heift G Ouaternionengruppe und wird mit Q bezeichnet.

Die GDC-Gruppen Q x Z2", n € No, seien hier als verallgemeinerte
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Quaternionengruppen (GQ-Gruppen) bezeichnet.

1.4. Definition:

Seire Nundl<sks<r Fiurl<is<rseimie N,sodald mi> 3, 2/mg und
mi+1lmi fir 1 < i < r-1ist,

Sei definiert:

GDC(mz,...,Mk,....m7) =< a,b | a™ =e, b? = a™, blab=al1 (1< i< r-1)>
Sein 1= 2. Sei dann definiert:

DC(2n) =<a,b|a* =g, b?2=2a", b™ab =al>.

1.5. Bemerkung:

Die Gruppe GDG(mz,.,mk,.,my) ist eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe

L = (ma,....,mr).

In Lemma 6.12. wird gezeigt, dal’ sich jede endliche GDC-Gruppe durch ein Symbol
GDGC(ma,...,mk,...,mr) beschreiben 1apt.

Die Zuordnung ist jedoch nicht eineindeutig.

Sind alle GDC-Gruppen der abelschen Gruppe L = (ma,.., mr) isomorph, so wird die
Unterstreichung auch weggelassen.

Soist z.B. GDC(6,2) = GDC(6,2) = GDC(6,2).

Die Gruppe DC(2n) ist eine DG-Gruppe.

Esist DC(4) = Q und GDC(4,2,...,2) = Q x Z2" fur ein n € N eine GQ-Gruppe.

1.6. Definition:
Eine nichtabelsche Gruppe G wird verallgemeinerte Diedergruppe (GDH-Gruppe) der
abelschen Gruppe L genannt, wenn
)] L Untergruppe vom Index 2 in G ist, und
i) eseind e G - L gibt, so daRR d?> = e und d*xd = x* fir alle x e L ist.
Dannist: G= <L,d | d? = e, dxd = x~* fir alle x € L.
Ist L eine zyklische Gruppe, so heipt G Diedergruppe (DH-Gruppe).
Seire N.Firl <i<rseien mi e N, sodalR mi+1 | miund m1 =3 ist.
Sei definiert: GDH(mz1,....m;) =< ai,d |a™ =e,d’=¢,dad = ail (1 < i< r)>.
Sein = 3. Sei definiert:

DH(n) =<a,d|a"=d?=¢e, dad = a'>.

1.7. Bemerkung:
Die Gruppe GDH(ma,....,m) ist eine GDH-Gruppe der abelschen Gruppe L.
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Die Gruppe DH(n) ist eine DH-Gruppe.
Wegen Bemerkung 1.2. ist die Zuordnung der Menge der der endlichen GDH-Gruppen

zur Menge der Symbole GDH(m,..., mr) eineindeutig.

1.8. Definition:

Eine nichtabelsche Gruppe, die semidirektes Produkt zweier zyklischer Gruppen, aber
keine GDC-Gruppe ist, wird SPC-Gruppe genannt.

Seienr,st € N-{1},sodaBt<r, (r,t)=1undt>=1 (modr) ist.

Sei definiert: SPC(r,s;t) = <a,b |a"=bS =g, blab = a' >.

1.9. Bemerkung:

Da (r,t) = 1 und t = 1 (mod r) ist, ist die Gruppe SPC(r,s;t) wohldefiniert
(siehe [Ko 1, S. 108])).

Ist die Gruppe SPC(r,s;t) eine GDC-Gruppe, soists=4und t=r-1.

Es ist SPC(r,4;r-1) = GDC(r,2). Es ist SPC(r,2;r-1) = DH(r).

Ists #4 odert #r- 1, so ist die Gruppe SPC(r,s;t) eine SPC-Gruppe.

1.10. Definition:

Eine nichtabelsche Gruppe G heife GDCH-Gruppe, wenn es eine normale abelsche
Untergruppe L vom Index 4 in G und Elemente b,d € G - L gibt, so dal} gilt:
G=<L,b,d> b?e L, o(b)=4,d?>=e, dbd =bfiralle x L, dxd = x fur alle x € L.
Sei G = GDC(ma,., mr,., mk) eine GDC-Gruppe.

Sei definiert GDCH(Mz,.., mMr,., Mk)=

<aib,d | a™=d?=e, b?= a™, blab=a?, dbd =b (L b <r) >

1.11. Bemerkung:

Sei G eine GDCH-Gruppe der abelschen Gruppe L.

Dann ist <L,b> eine GDC-Gruppe von L, <L,bd> eine GDH-Gruppe von L und
<L,d1> =L x Z2 eine abelsche Gruppe.

Die Gruppe GDCH(ma,...,mx,...,my) ist eine GDCH-Gruppe. Jeder GDCH-Gruppe &t
sich ein Symbol GDCH(ma,...,Mk,...,mr) zuordnen.

In dieser Arbeit erweist es sich als notwendig, die Gruppen, deren Ordnung < 32 ist, zu
untersuchen.

Eine Liste der nichtabelschen Gruppen, deren Ordnung < 32 ist, findet sich in
[Co-Mo 1, Table 1, S. 134].

Eine Liste der Gruppen der Ordnung 2", 1 < n < 6 findet sich in [Ha-Se 1].
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Ausziige aus den genannten Werken finden sich in Anhang. Fur Gruppen, deren
Ordnung < 32 ist, fuhren wir eine Bezeichnung der Form (m.n) ein. Dabei ist die Gruppe
G = (m.n) die n-te Gruppe der Ordnung m.

Bei den Gruppen der Ordnung 2”7, 1< n <5, halten wir uns dabei an die in [Ha-Se 1]
eingefihrte Nummerierung.

Bei den tbrigen Gruppen der Ordnung < 32 richten wir unsere Nummerierung nach der
Reihenfolge, in der die Gruppen in [Co-Mo 1] aufgefihrt sind. Dabei werden die dort
fehlenden abelschen Gruppen in der Nummerierung vorangestellt.

Die explizite Zuordnung der Gruppen zu den Bezeichnungen (m,n) findet sich in
Anhang 1, Tabellen 1-3.

Fur einige Gruppen, deren Ordnung > 32 ist, fihren wir eine Bezeichnung der Form
(m,x) ein, wobei m die Ordnung der Gruppe angibt, und x ein kennzeichnender

Buchstabe ist.

1.12. Definition
Sei M eine Menge und. n € N.
1) Die Menge aller Permutationen der Menge M sei mit S(M) bezeichnet. Die
symmetrische Gruppe auf einer Menge mit n Elementen sei mit Sn bezeichnet. Die
alternierende Gruppe auf einer Menge mit n Elementen sei mit An bezeichnet. Die
identische Permutation auf M sei mit 1m bezeichnet.
2) Sei A eine Permutationsgruppe auf der Menge M und xe M. A heift regulér auf M,
wenn es zu je zwei X,y € M genau ein ¢ A gibt, so dal3 @(x) =y ist.
3) Die Gruppe Ax =< @ € A | ¢(x) = x> heifit Stabilisator des Elements x.
4) Eine Menge B c M heift Block von A, wenn fir alle p<A gilt:
¢[B] = B oder ¢[B] N B = @.
5) Eine Partition Ba,...,Br von M heift vollstéandiges Blocksystem von A, wenn fiir alle ¢
e Aundallei € {1,...,r} gilt: ¢ [Bi] € { Bs,....,Br}.
6) Wir sagen, dal3 die Menge N < M unter A stabil bleibt, wenn fiir alle ¢ € A gilt
@[N] =N [Im 5, S. 907].
7) Wir sagen, dafl? die Menge N € M unter A fest bleibt, wenn fir alle ye N und alle
epeAqilt: @ (y)=y[Im5, S. 90].
8)Istp € A, soseiW(@) ={x e M| o(x)#x}und F(p) ={x € M| o(x) = x}.
Sei w(e) = | W(9) | und f(e) = [F(9)I.
9) Ist G eine Gruppe, so sei inv € S(G) definiert durch inv(x) = x* fur alle x € G.
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1.13. Definition:

Sei G eine Gruppe und X ein Graph.

X heift regulare graphische Darstellung (GRD) von G, wenn
1) A(X) regular auf V(X) und

i) A(X) isomorph zu G ist.
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2. Cayley-Graphen

2.1. Definition:

Sei G eine Gruppe.

Eine Menge H < G heipt Cayleymenge (CM) von G, wenn e ¢ Hund H = H?! ist.

Ist H eine Cayleymenge von G, so wird die Cayleymenge H' =G - (H U {e}) als die zu
H komplementare CM bezeichnet.

Zwei Cayleymengen Hi und H2 von G werden isomorph genannt, wenn es ein ¢ <
Aut(G) gibt, so dal3 ¢ [H1] = Hz ist.

Zwei Cayleynengen Hi und Hz2 von G werden komplementér genannt, wenn es ein ¢ €
Aut(G) gibt, so dal’ @[H,] = H2" ist.

Zwei CM von G werden aquivalent (genauer: c-aquivalent) genannt, wenn sie isomorph
oder komplementéar sind.

Eine CM H von G heift Cayleyerzeugendensystem (CES) von G, wenn <H> =<H> =G
ist.

2.2. Definition: [ Sa 1, Def. 2], [Sa 3, Def. 4]

Sei G eine Gruppe und H eine Cayleymenge von G

Der Graph X = X(G,H) mit V(X) = Gund E(X)={[x,xh] | x € G, h eH}

wird als der von H erzeugte Cayleygraph (CG) von G bezeichnet.

2.3. LEMMA:

Sei X = X(G,H).

1. Seien x,y € V(X). Dann gilt: [x,y] eE(Yy) & xly € H

2. X'ist ein |H| -valenter Graph und fur alle x € V(X) ist N(x) = xH.

3. Esist X' = X(G,H")

4. X ist genau dann zusammenhangend, wenn <H>= G ist.

5. Genau dann ist sowohl X als auch X' zusammenhangend, wenn H ein Cayley-
Erzeugendensystem von G ist.

Beweis:

1. Sei [x,y]eE(X). Dannisty € xH oder x € yH.

Da H=H"1ist, ist in beiden Fallen x'y € H. Sei x'y e H. Dann ist [x,y] € E(X).

2. Die Aussage 2) folgt unmittelbar aus 1).

3. Seix € V(X). Dannist N°'(x) = V(X) - (NX) U {x}) =G - (xH U {e}) = G —x(H U {e})
=X(G - (H U {e}). Also ist X' = X(G,H").
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4. Sei <H> = G und x € G. Dann gibt es Elemente hi aus H, so dal3 x = h1* h2*...* hn ist.
Fir 0 <i < n sei definiert: xi = h1* h2*...* hi. Dann ist [xo,X1,..., Xn] €in Weg zwischen e
und x. Also ist dann X zusammenhangend. Die andere Richtung des Beweises erfolgt
analog.

5. Die Aussage 5) ergibt sich unmittelbar aus 3) und 4).

2.4. LEMMA:

Sei X = X(G,H) und Y = X(G,K).

1. Sind die Mengen H und K aquivalent (isomorph), so sind auch die Graphen X und Y
aquivalent (komplementar) isomorph,

2. Sind die Graphen X und Y isomorph (komplementér), so gibt es ein ® € S(G), so daf3
gilt:

i) P(e)=e

i) P[xH] = O(X)K bzw. P[xH] = P(X)K* fur alle x € G

Beweis:

1. Sei @ € Aut(G), so dalR ¢[H] = K bzw. ¢ [H] =K’ ist. Seien x, y € G.

Dann ist: [x,y]eE(X) < xlyeH < o@(xly) € K (bzw. K)

< [0(X),® (Y)] € E(Y) (bzw. E(Y?)). Also sind dann X und Y isomorph bzw.
komplementar.

2. Die Graphen X und Y seien isomorph, und ®: X -> Y ein Isomorphismus. Dann kann
man 0.B.d.A. annehmen, dalR ®(e) = e ist.

Fur jedes x € G ist dann: ®[xH] = ®[Nx(x)] = Nv(P(x)). Damit ist alles gezeigt.

2.5. Definition:
Sei G eine Gruppe und g € G. Die Linkstranslation von G mit g sei mit Aq oder g
bezeichnet, d.h. Ag : G ->G, x ->gx. SeiAe =G ={Ag | X € G }.

2.6. Definition:

Sei G eine Gruppe und H eine CM von G. Sei definiert:

1. Aut(G,H) = {p € Aut(G)| o[H] =H }

2. A(GH) ={® € S(G) | ®(e) = e, P[xH] = D(X)H fur alle x € G}

2.7. LEMMA:

Sei X = X(G,H).

1. G ist eine zu G isomorphe auf V(X) reguléare Untergruppe von A(X).
2. Esist A(G,H) = Ae (X).
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3. Aut(G,H) ist Untergruppe von Ae(X). [Wa 1, Lemma 5]

4. A(X) = G * Ae(X)

Beweis:

1. Dal3 G zu G isomorph und auf V(X) = G regular ist, folgt unmittelbar aus der
Definition von G. Sei g € G und [x,xh] € E(X). Dann ist ®([x,xh] ) = [gx,gxh].

Also ist g € A(X) und G < A(X).

2. A(G,H) ist eine Gruppe. Sei ® e Ae(X).

Dann ist @(e)=e und P[xH] = O[N(X)] = N(P(x)) = P(x) H fur alle x < G.

Also ist Ae(X) < A(G,H).

SeiWe A(G,H) und x € G. Dann ist W(N(x) = W[xH] = WY(x)H = N(Wx) und ¥(e) = e.
Also ist WeAe(X) und deshalb A(G,H) < A (X). Daraus folgt die Gleichheit der Gruppen
Ae(X) und A(G,H).

3. Aut(G,H) ist eine Gruppe. Sei ¢ Aut(G,H).

Dann ist @(e) = e und fir alle x € V(X) ist @(N(x)] = ¢ txH] = @(X)H = N(¢(x)).

Also ist @ € Ae(X) und Aut(G,H) < Ae(x).

2.8. SATZ:

Sei Y ein Graph und X = X(G,H) ein Cayleygraph.

Genau dann sind die Graphen X und Y isomorph, wenn es

i) einen Isomorphismus B von G auf eine auf V(Y) regulare Untergruppe U von A(Y) und
i) eina € V(Y) gibt, so dal gilt: B [H]={® € U | P(a) € N(a) }.

Beweis:

) Sei X =Y. Seidann U =G, B: G—> U, x—>xund a = e. Dann ist U eine auf V(Y)
reguldare Untergruppe von A(Y) und B ein Isomorphismus von G auf U.

Esist B[H] ={h eU| he H}=(® €U | ®(e) € N(e)].

II) Sei U eine auf V(Y) regulare Untergruppe von A(Y), B : G —>U ein Isomorphismus
und a € V(Y), so dal3 ii) gilt.

Die Abbildung €: V(X) —> V(Y) sei definiert durch g(x) = B(x)(a) (x € G). Dann ist €
bijektiv. Seien x, y € V(X). Dann ist: €([x,y]) = [B(X)(a), B(y)(a)] und

e((x.y]) € E(Y) & [a, B(xty)(@)] € E(Y) < B(x'y) e { ®eU| ®(a)=N(a)} = B[H] < x'y eH.

Also ist € ein Graphenisomorphismus und X und Y sind isomorph.

2.9. Folgerung:
1) Der Graph X ist genau dann isomorph zu einem Cayleygraphen der Gruppe G, wenn
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es eine zu G isomorphe auf V(X) regulare Untergruppe von A(X) gibt. [Sa 1, Lemma 4]
2) Jeder Graph X mit regularer Automorphismengruppe ist isomorph zu einem CG der
Gruppe G = A(X). [Sa 1, Theorem 2]

Beweis:

1) Ist X = X(G,H), so ist G eine zu G isomorphe auf V(X) regulare Untergruppe von
A(X). Ist U eine zu G isomorphe, auf V(X) regulare Untergruppe von A(X), so sei

B : G—> U ein Isomorphismus und a € V(X). Seidann H=B1[{® € U | ®(a) € N(a)}].
Dann ist der Graph Y = X(G,H) nach Satz 2.8. isomorph zum Graphen X.

2) Die Aussage 2) folgt unmittelbar aus 1).

2.10. Definition:

Sei X = X(G,H). Sei definiert:

1) ¢(G,H) = |Ae(X)| heipt Cayley-Index des Graphen X. [Im-Wa 2]

2) ¢(G) = min c(G,H), wobei das Minimum uber alle Cayley-Mengen H von G
genommen wird. ¢(G) heift Cayley-Index der Gruppe G. [Im-Wa 2 ]

3) Der Graph X(G,H) heift MRR (=most rigid Representation) von G,
wenn ¢(G,H) = ¢(G) ist. [Im-Wa 2 ]

4) Der Graph X(G,H) heift ARR (=almost regular representation) von G,
wenn c(G,H) = 2 ist. [Im 4]

5) a(G,H) = |Aut(G,H)|

6) a(G) = min a(G,H),, wobei das Minimum Uber alle Cayley-Mengen H von G

genommen wird.

2.11. Bemerkung:

1) Der Graph X = X(G,H) ist genau dann GRR der Gruppe G wenn ¢(G,H) = 1 ist.
2) Die Gruppe G besitzt genau dann eine GRR, wenn ¢(G) =1 ist.

3) Esista(G,H) | c(G,H) fur alle CM H von G

4) Esista(G) < c(G).

2.12. LEMMA:

Sei X = X(G,H).und. U=<HU {e}>. Sein =G:U.
Dann ist ¢(G,H) = ¢c(U,H)" (n - 1)! U1

Istn =2, soist c(G,H) = 1/2 o(G)

Beweis:

Es ist ¢(G,H) = c(U,H)*ISn-1|*(JA(X(U,H))[*)"*

= ¢(U,H)*(n-1)"*|U|"™1*c(U,H)™?
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= c(U,H)" *(n-1)! *|UI"-L,
Sein = 2. Dann ist: ¢(G,H) = (n-1)! IUl =(n-1)!/n * |Gl > %2 |GL.

2.13. Folgerung: [Im 4, Prop. 2-1]

Sei X = X(G,H).

1) Ist ¢(G,H) =1 und o(G) = 3, so ist H ein CES von G.
2) Ist ¢(G,H) =2 und o(G) =2 5, so ist H ein CES von G.

Beweis:

SeiU=<HU{e}>undn=G:U.

Ist H kein CES von G, so kann man wegen c¢(G,H)=c(G,H’) 0.B.d.A. annehmen,

dafld n22 ist. Nach Lemma 2.12. ist dann o(G) < 2¢(G,H).

1) Sei ¢(G,H) = 1 und H kein CES von G. Dann ist o(G) < 2. Ist also 0o(G) = 3, so ist H
ein CES von G.

2) Sei ¢(G,H) = 2 und H kein CES von G. Dann ist o(G) = 2*2=4. Ist also 0o(G) = 5, so ist
H ein CES von G.

2.14. Definition:
Sei X = X(G,H) ein CG und Un = {x € G | d(e,x) <n}
Sei definiert XM = X]un und X059 = XM — E(X|sn).

2.15. Definition:

Sei X = X(G,H) eine GRR der Gruppe G und n <|N. Bleibt die Menge H unter der
Gruppe Ae(X'05M) fest, so sagen wir, daR X eine

n/2-spharisch-regulare graphische Darstellung ( n/2-GRR) von G ist.

Sei definiert [1(X) = [1(G,H) = min{n € N | Ae(X™3|y = {14} }.

Bemerkung:

Sei X = X(G,H) und n-e N. Dann ist Un-= (H U {e})" und Snh = H" - Un1

2.16. Definition:
Sei e ein Symbol und H eine Menge, so dal3 e ¢ H ist

1) Der Ausdruck hzihz...hr = e mit hieH (1< i < r) heift Relation w der Lange I(w)=r in H.
2) Ist W eine Menge von Relationen in Hund n e |N, so sei W™ ={we W| I(w) < n}.

3) Ista € S(H) und w: hi....hir= e eine Relation, so sei a(w) die Relation a(hi).. a(hr)=e.
4) Ist W eine Menge von Relationen in H, so sei a(W) ={ a(w) | w € W}.

5) Ist W eine Menge von Relationen in H, so sei G die durch H und W eindeutig
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definierte Gruppe.

6) Sind W1 und W2 zwei Mengen von Relationen in H, so sagen wir, daf? W1 und W2
aquivalent sind, wenn es einen Isomorphismus @: <H|W1> -> <H|W2> gibt, so daf}
@[H] =H ist.

7) Sei W eine Menge von Relationen in H und a € S(H). Sind W und a(W) aquivalent,
S0 sagen wir, dald W unter a invariant ist, bzw. daf a fir W zulassig ist.

8) Sei G eine Gruppe und H eine CM von G. Die Menge aller in G geltenden Relationen
in H sei mit W(G,H) bezeichnet.

9) Ist G = <H|W> eine Gruppe und n € N, so sei GM™ =<H | W(G,H)">,

2.17. SATZ:

Seien G1 und G2 zwei Gruppen. Sei H € G1 n G1, so daf3 H eine Cayleymenge sowohl
von G als auch von Gz ist.

Fari=1, 2 sei definiert: Wi = W(Gi,H) und Xi = X(Gi,H). Sein < |N.

Ist dann W11 = W,("*1), so sind die Graphen X1 und X2 isomorph.

Beweis:

Sei W1 = WMD) Fir i = 1,2 sei Yi = X2,

Fir alle x € V(Y1) ist d(x,e) < 1/2*(n+1) (i1 =1,2).

Also gibt es Elemente hi,hz, ... hr, € H, so dal® x = hihz...hrund r = d(x,e) ist.

Sei € : V(Y1) = VC-1) definiert durch ¢(e) = e und E(hlhz...hr) = hihz...hr fur alle

hieH(@A<i<r)undallermitl <r < 1/2 (n+l). Dann ist € eine wohldef. Abbildung.
Ist namlich x = hihz...hr = kika...kr mit hi,kj€ Hund r,s <1/2(n+1), so ist

w: kst.. kotkithihe...hr eine Relation aus W1. Dabeiist(w) =r+s < n + 1.

Also ist dann w-€ W11 = W>("1), Ferner ist € bijektiv, wie analog folgt.

Seien x,y € V(Y1), so daB [x,y] € E(Y1) ist. Dann ist h:= x'y € Hund w : x'yh'l = e eine
Relation aus W1. Es ist I(w) = d(e,x) + d(e,y) + 1. Ist n =0 (mod 2),

so ist d(e,x), d(e,y) < n/2, Dannistl(w) < n+ 1.

Ist n = 1(mod 2), so ist d(e,x), d(e,y) < 1/2 (n+1) und d(e,x) oder d(e,y) <1/2 (n-1), wie
aus der Definition von Y1 folgt. Also ist auch dann l(w) < n + 1.

Daraus folgt, daB w € W1 = W1 jst. Daraus ergibt sich, daf g[x,y] € E(Y2) ist.
Die Umkehrung dieser Aussage ergibt sich analog.

Also ist € ein Graphenisomorphismus. Damit ist alles gezeigt.
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2.18. LEMMA:

Sei G = <H|U> und a € S(H).

1) Genau dann |aBt sich a zu einem Automorphismus von G fortsetzen, wenn W(G,H)
und a (W[G,H]) aquivalent sind.

2) Genau dann ist a(G,H) = 1, wenn fir alle a € S(H) gilt, da W(G,H) und a (W[G,H])

nicht &quivalent sind.

Beweis:

1) A) Es gebe ein ¢ € Aut(G,H), so dal3 ¢|+= a ist. Dann sind W(G,H) und a (W[G,H])
nach Definition aquivalent. B) Seien W(G,H) and a[w(G,H)] aquivalent. Dann gibt es ein
¢ Aut(G:H), so dal’ @|n = a ist.

2) Die Aussage 2) folgt unmittelbar aus Aussage 1)

2.19. Definition: [IM 5]

Sei X = X(G,H)und N = G.

Der Graph Y mit V(Y) = {gN| g € G} und E(Y) = {{xN,yN] | xly € HN - N} wird
Quotientengraph von X beziiglich N genannt und mit X/N oder X(G,N,HN - N)
bezeichnet.

2.20. LEMMA: [Wa 5, Lemma 2A], [Sa 3, Remark 2, p. 431]

Sei X = X(G,H) und N <G. Dann ist X/N = X(G/N, H), wobei H ={ hN | h € H-N} ist.
Beweis:

Man Uberlegt sich leicht, dal3 S eine CM von Go = G/N ist. Also ist der Graph

Xo = X(Go,H) wohldefiniert.

Sei X = X/N. Nach Definition ist V(Y) = V(Xo). Seien x, y € G. Dann ist

[XN,yN]EE(Y) < xyeHN - N < xyNe(HN — N) N < (XN)2(yN)eH <> [xN,yN] €E(Xo).
Also sind die Graphen identisch. Wir geben nun eine fir unsere Zwecke geeignete
Formulierung des Theorems von W. von Dyck (siehe [Ko 1, 2-5-3]).

2.21. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und N < G,e e Hc G. Sei W = W(G,H) und W1 = {x=e| x € N].
Sei Go=<H|WUWi1>und H={hN|heH-N} Seia:H— H, h = hN.

Dann gibt es einen Isomorphismus 3 : Go = G/N, so dal3 fur alle h € H gilt B(h) = a(h).
Beweis:

Ist x € Go mit der Darstellung x = hihz....hn in Elementen von H, so sei
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B(x) = hihz....hn. Man Uberlegt sich leicht, daf3 dadurch die Abbildung B : Go—~ G/N
wohldefiniert ist. Weiter folgt aufgrund der gemachten Voraussetzungen, daf B ein

Isomorphismus ist.

2.22. SATZ.
Sei X =X(G,H)und N < G. Sei Y = X(G/N,H), wobeiH={hN | h € H- N]ist.
Fir n € |N sei definiert Un = (H U [e])". Sein € N.

Ist dann Un+1 n N = [e], so sind die Graphen X2 und Y"™? isomorph.

Beweis:

SeiUnsin N=[e]. SeiW=W(G,Hyund W1 ={x=e | X € N}.

Sei Go = <H| W U W1>und a: H = H, h—hN

Nach Lemma 2.21. gibt es dann einen Isomorphismus B : Go— G/N, so daf3 fur alle

h € H gilt B(h)=a(h).Da insbesondere U1 N N = {e} ist, ist H eine CM von Go.

Sei Xo = X(Go,H). Da nun B[H] = H ist, sind die Graphen Xo und Y isomorph.

Sei Wo = W(Go,H). Dann ist Wo > W U Wi.

Da Un+1 N N ={e}ist, ist I(w) > n+1 fur alle w € W1, Man tberlegt sich leicht, daf3 dann
WoVtt = W jst. Nach Satz 2.17. sind dann die Graphen X"2 und Xo"? isomorph. Also

sind auch die Graphen X™2 und Y"2 isomorph.

2.22. FOLGERUNG:

Sei X = X(G,H) eine GRRvon Gund N < G.

Ist dann Unxy+1 N N = [e], so ist der Graph X/N = X(G/N,H) mit H = [N | h € H-N} eine
GRR von G/N und 1(X/N) = m(X).
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3.Die Gruppe A(G,H)

3.1. Definition:
Sei X = X(G,H). Zu ® € A(X) und x € V(X) sei definiert: ®x()= P(x)* () x

3.2. Lemma: [Im 4, Prop. 1-7]

Es gilt:

1) Ox € Ae(X) = A(G,H).

2) O(xy) = O(x) Px(y) fur alle y € V(X).

3) Ox(x1) = (X)L,

Beweis:

1) ®x (e) = PX)* P(x) =€

2) B(xy) = D(X) DX)*= Px(y) = P (x) Px(y)

3) Px (x1) = DX)* @ x(x?) = D(x*) D(e) = P(xT)

3.3. Definition

Sei X = X(G,H).

Zu x € V(X) sei definiert: §x: A(X) = Ae(X), ® = ®xund dx: Qx|aex). © —Px.
Zu U c G sei definiert: Du = {0x |x €U}. Sei definiert: B : G = Dg ; X = 0x-1

3.4. LEMMA
1) 54G] = {1}

2) 0x(P) = @ fur alle ¢ € Aut(G,H).

3) Ox(D W) = dw(x) (D) Ox(W) fiur alle P, W e A(X)

4) dx Oy = Oxy

5) De ist Permutationsgruppe auf Ae(X).

6) Sei F die Menge der Ecken von X, die unter Ae(X) fest bleiben. Dann ist F
Untergruppe von G.

7) Es ist Dr < Aut(Ae(X)).

8) B ist Epimorphismus von G auf Dy.

9) Kern B bleibt unter Ae(X) stabil.

Beweis:

1) Seiy € G. Dann ist 0x(y) = y(X)* y x = (yx)* yx = 1.
2) Sei @ € Aut(G,H) und zeG. Dann ist 0x(®) (z) = (X)* @ x (2) = @(x) @ (x2)= @(2).
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Also ist ox(g) = @.

3) x(PYW) = D W(X) T dW x = OWY (X)L © W(x) W(X)! W x = Buwx)(P) dx(W)

4)Sei @ e A(X). Dann ist dy 0x(P) = Px(y) ™ Pxy = P(xy) ™t @ xy. Also ist Ox Oy = Oxy

5) Dal3 &x € S(A(X)) ist, ergibt sich daraus, daf? dx+1 wegen 4) sowohl rechts- als auch
linksinvers zu &x ist. Ebenfalls aus 4) folgt, dal3 D eine Gruppe ist.

6) Sei @ € Ae(X) und seien x,y € F. Esist e € F und es gilt: d(xy) = O(x) Px(y) = x .
Alsoistxy € Fund F< G

7) Da F < G ist, ergibt sich aus 4) und. 5), dal} Dr eine Permutationsgruppe auf A(X) ist.
Seien ®©, WeAe(X) und sei x € F. Wegen 3) gilt dann
Ox(PW)=0wx)(D)dx(W)=0x(D)dx(V¥). Da weiter dx(1) = 1 ist, ist &x e Aut(Ae(X)).

8) B(e) = 1. B(xy) = B(x) B(y) (siehe 4) .

9) Sei xeKern B, und seien ®,¥eAe(X). Es ist PW= dx(PW) = dwx)(P)dx(W) = dwx)(P)W.
Da ®<cAe(X) beliebig war, ist dwx=1. Dann ist W(x)* und auch W(x)-Element von
Kern 3

In Lemma 3.4. ist gezeigt worden, dal3 die Menge Aut(G,H) unter der
Permutationsgruppe Dgc fest bleibt. Dann bleibt die Menge Ae(X) - Aut(G,H) unter Dc
stabil. Dies fuhrt zu folgender Definition:

3.5. Definition:

Sei X = X(G,H). Sei definiert:

5*: Ae(X) - AU(G,H) — Ae(X) - Aut(G,H), ¢ — ¢|x (U < G):
D*u ={a* | x € G].

B*: G = Dg*, X = O*xr1

3.6. Bemerkung:
D*c ist Permutationsgruppe auf der Menge Ae(X) - Aut(G,H) = M.

Kein Element von M bleibt unter D*c fest. B* ist ein Epimorphismus von G auf Da.

3.7. Folgerung: [Im 4, Prop 1-1]
Sei X = X(G,H). Sei ¢ € Ae(X) und x € G. Ist @ # 1, so ist auch ¢x # 1.

3.8. Folgerung: [Im 5, Cor 1-3]
Sei X = X(G,H) und |Ae(X)| = 2. Dann ist Ae(X)= Aut(G.H).

Beweis:
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Sei A (X) = {1, a}. Da 1 unter Dg fest bleibt, bleibt auch a unter Dg fest. Also ist a nach
Lemma 3.4. aus Aut(G,H).

3.9. LEMMA:

Sei X = X(G,H).

1) Ist ¢ € Ae(X), so gilt a*x(p) = @ fur alle xeG < ¢ e Aut(G,H).
2) Genau dann ist G normal in A(X), wenn Ae(X) = Aut(G,H) ist.

Beweis:

1) Sei ¢ € Aut(G,H) und seien. x,y € G.

Dann ist a*x(@)(y) = @(X)™ ¢ X(y) = ¢(x™*) @(xy) = @(y)

Fir alle x € G gelte umgekehrt ax(@) = @. Dann ist @ (xy) = @(x) @x(y) = @(X) ¢(y).
Also ist dann ¢ € Aut(G,H).

2) Sei G normal in A(X). Sei @ € Ae(X) und a € G.

Dann gibteseinb € G, sodaB ¢ a ¢t = b ist.

Ausb=Dblea=9¢@)*ee) =) folgt,daBp=b ¢ a= @aist.

Da dies fur alle a € G qilt, folgt aus Teil 1) des Lemmas, dalR3 ¢ € Aut(G,H) ist.
Also ist dann Ae(X) = Aut(G,H).

Sei umgekehrt Ae(X) = Aut(G,H) und ¢ € Ae(X).

Fir alle a und alle x aus G gilt dann: ¢ a ¢1(x) = @(a ¢ X(x)) = ¢*(a) x.

Also istdann @ a ! = @(a).

Damit ist gezeigt, dal3 G normal in A(X) ist.

3.10. LEMMA:

Sei G eine Gruppe, und seien H und K CM von G.

1) Genau dann ist A(G,H) < A(G,K), wenn K unter A(G,H) stabil bleibt.

2) Genau dann ist A(G,H) = A(G,K), wenn K unter A(G,H) und H unter A(G,K) stabil
bleibt.

Beweis:

1) Sei A(G,H) < A(G,K). Dann ist K stabil unter A(G,H) nach Definition von A(G,K).
Sei K stabil unter A(G,H). Sei ® € A(G,H).

Dann ist ®(e) = e und P[xK] = ®(x) P«[K] = P(x) K fur alle x € G.

Also ist ® € A(G,K) und deshalb A(G,H) < A(G, K).

Die Aussage 2) der Behauptung folgt unmittelbar aus Teil 1).
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3.11. Satz ([No-Wa 1, Prop. 2-3 und Cor. 2-4]), [Im 4, Cor. 1-4]
Sei X = X(G,H). Die Menge K c G bleibe unter A (X) fest. Dann bleibt auch die Menge
<K> unter Ae(X) fest. Bleibt K unter A (X) fest, und ist <K>=G, so ist X eine GRR von G.

Beweis:

1) K bleibe unter Ae(X) fest.

Ist x € K1 und @ e A(X), so ist @(x) = (px(x1)) 1 = (@(x1))?! = x (siehe Lemma 3.2.).
Also bleibt auch K1 unter A (X) fest.

Sei K1 =K U Kt und x € <K>. Sei x = x1 X2..Xn eine Darstellung von x mit Elementen xi
aus Ki. Dann ist: @(X) = @(X1) @x1(X2)...@ x1 x2..xn-1 (Xn) = X1.X2...Xn = X

Also bleibt x unter @ fest. Da xe<K> und ¢ € Ae(X) beliebig gewahlt waren, bleibt <K>
unter Ae(X) fest.

2) Bleibt K unter Ae(X) fest, und ist <K> = G, so bleibt nach Teil i) des Beweises G
unter Ae(X) fest, was bedeutet, dal? X eine GRR von G ist.

3.12. Satz: ([No-Wa 1, Prop. 2-1]), [Im 4, Cor. 1-5]
Sei X = X(G,H). Die Menge K c G bleibe unter Ae(X) stabil.
Dann bleibt auch jede der Mengen K' (i € Z) und die Menge <K> unter Ae(X) stabil.

Beweis:

Sei @ € Ae(X) und x € K1. Nach Lemma 3.2.,3) gilt dann ¢@(x) = (px(x?!) € K™

Also bleibt die Menge K1 unter Ae(X) stabil.

Um zu zeigen, daR jede der Mengen K' (i € Z) unter Ae(X) stabil bleibt, gentigt es, zu
zeigen, dal3 dies fur alle ie N der Fall ist. Sei n € |N. Die Behauptung sei bewiesen fur
alle i < n. Seix =yyn € K™, wobeiy € Kund yn € K"ist. Sei ¢ € Ae(X).

Dann ist: (x) = @(y yn) = @(y) @y(yn) € K*K" = K", Also bleibt auch die Menge K"*!
unter Ae(X)stabil. Dann gilt die Behauptung fir alle n € N. Es ist <K> = Ujez K,

Also bleibt auch die Menge <X> unter A (X) stabil.

3.13. LEMMA:

Sei X = X(G,H). Seien K, M c G.

1) Fir alle @ € Ae(X) sei P[K] M. Dann ist P[<K>] € <M> fiir alle @ e Ae(X).

2) Fur alle ® € Ae(X) - {1} sei ®[K] c M. Dann ist P[<K>]c<M> fir alle ® e Ae(X) - {1}.

Beweis:
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1) Sei @ € Ae(X) und xe KL Dann ist ®(x) = (Ox(x1))?* e ML,

Sei K, =K € K““ und M1 =M U M1, Dann ist ®[K1] cM: fir alle ® € Ae(X).

Sei x € K. Dann gibt es Elemente ki,kz,...,kn aus K1, so dal? x = kika...kn ist.

Dann ist: (x) = (k1) Pri(k2) ... D k1 k2.kn-1(Kn) € M1"C <M>. Also ist P[<K>)] € <M>.
2) Die Aussage 2) folgt aus der Aussage 1) unter Berticksichtigung der Folgerung 3.7.

3.14. SATZ:

Sei X = X(G,H).

Sei KC G, so daR K = K ist und K unter Ae(X) stabil bleibt. Fiir alle ¢ € Ae(X) gelte
|k € {1|k, alk }, wobei a € Ae(X) - {1} ist. Sei definiert:
Ki={xeK|axX)#x};Ke={xeK|ax) =x]; Ks=<Ki><Kz>

Dann bleibt Kz unter Ae(X) stabil, und fiir alle @ € Ae(X) gilt @|xs € {1|«s, a|«s }.

Beweis:

Sei A1={@ e Ae(X) |Qlk=1lx}, A2={¢ € Ae(X) | @l = alx },

Bi={@eAeX) |9lka=1k3}, B2={ @ € Ae(X) | ¢|kz =a|k3}

Wir zeigen durch Induktion, dal3 B1 = Az ist. Da Kz unter Ae(X) fest bleibt, bleibt auch
<K2> unter Ae(X) stabil. Sei ¢ € As.

Fur alle.i < n gelte @|K1' = 1|K1. Sei x =y yn € K1"**, wobei y € K und yn € Kn ist.
Dann ist: ¢(x) = @(yyn) = @(y) @y(yn) =Y @y(yn) *

Da K1 =K11tist, ist y! € K1. Also ist @(y 1) # yt. Andrerseits ist @y(y™!) = (p(y)) t =y
Daraus folgt, daR ¢ € A1 ist. Nach Induktionsannahme ist @(x) =y @y(yn) =y yn = X.
Also ist @|k1mn+1 = 1kamn+a fur alle @ € Aa.

Dann gilt diese Aussage aber auch fur alle ne |N,

und deshalb ist @|<k1>=1|<k> flr alle @ € Az.

Seinun @ € A1 und z =xyeKs mit x € Ki.

Dann ist: (z) = ¢(x y) = @(X) @x(y) = X Px(y) = Xy =z.

Also ist @|ks = 1| k3 flr alle ¢ € A1. Das bedeutet aber, dald B1 = A1 ist.

Sei nun @ € A2. Dann ist (at@)|k =1|k3.Also ist at@ € A1 = B1. Dann ist (al@)|ks=1]| k3
und deshalb ¢|ks = alks.Das bedeutet nun, dafd B2-= Az ist.

Also ist Ae(X) = A1UA2 = B1U B2, was die Behauptung ist.

3.15. Folgerung:
Sei X = X(G,H). Sei Aut(G,H) ={ 1, a}.
Sei K ¢ G, so daR gilt: K = K, K bleibt stabil unter Ae(X),<K> =G.
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Gilt dann

i) @|x € Aut(G,H)| fur alle ¢ € Ae(X)
i) a(x) # x fur alle x e K

so ist X eine ARR von G.

3.16. SATZ: [No-Wa 1, Prop 2-2], [Im 5, Prop 1.9]
Sei X = X(G,H). Sei a <G,so daR fur alle ¢ € Ae(X) gilt p(a) € {a, a*}.

Ist @ € Ae(X), so ist entweder @(a') = a' fur alle i € Z oder @(a') = a fur alle i € Z.

Beweis:

Sei @ € Ae(X). Mit Lemma 3.2., 3.) ergibt sich @(a?) € {a, a}.

Also bleibt die Menge {a, a1} unter Ae(X) stabil.

Dann ist @(al) = @(a)!. Es geniigt also, die Aussage fir alle i € N zu beweisen.

a) Sei @ € Ae(X), so dalR ¢(a) =aist. Sein € N.

Wir nehmen an, daB ¢(a’) = a' ist fur alle i € {1,..,n}.

Dann ist @(a™?!) = @(a") garn(a) € {a "** a™1}. Da bereits @(a™?) =a™! ist, ist @(a"tt) = a™*L.
Also ist @(a") = a" fur alle n < N.

b) Sei @ eAe(X), so dal @(a)= at ist. Dann ergibt sich der Beweis der Behauptung durch

einen zum Teil a) analogen Induktionsbeweis.

3.17. LEMMA:

Sei X = X(G,H). Sei K C G, so dal3 K unter Ae(X) stabil bleibt. Gilt dann:
) Ae(X)|k = Aut(G,H)|k und

i) P eAe(X) "Plk=1k =>P=1,

so ist Ae(X) = Aut(G,H).

Beweis:
Sei ® € Ae(X). Wegen i) gibt es ein @e Aut(G,H), so dal
¢ |k = 1|xist. Wegen ii)istdann ¢ *® =1. Alsoist ¢ = ® e Aut(G,H).

3.18. SATZ:

Sei X = X(G,H), so daR Ae(X) = Aut(G,H) ist.

Dann ist A(X) isomorph zur Gruppe V = <G,Ae(X) | 1 x © = DL(X) (D € Ae(X), Xe G)>
Beweis:

Es ist A(X) = G Ae(X). Da Ae(X) = Aut(G,H) ist, ist G nach Lemma 3.3. normal in A(X).
Also ist A(X) semidirektes Produkt von G mit Ae(X).
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Sei die Abbildung B definiert durch B : A(X) -> V, x -> ® x. Dann ist 3 bijektiv.
Wir zeigen, daf3 3 ein Isomorphismus ist. Es ist (1) = e. Seien x®, y¥ € A(X).
Dann ist B(x® yW) = B(x D(y) PYW) = xP(y) DY = x PO LDP(y)) W =x Dy V.
Damit ist alles gezeigt.

3.19. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2 und X eine ARR von L.
Dann ist A(X) = GDH(L).

Beweis:
Es ist Ae(X) = {1, inv} = Zo.
Dann ist nach Satz 3.18. A(X) =<d? =e, dxd= x* (x € L)> = GDH(L)

3.20. LEMMA:
Sei G = <L, b> eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L und X eine ARR von G.
Dann ist A(X) isomorph zu der zu G gehérenden GDCH Gruppe.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Dann ist A(X) = Aut(G,H) ={ 1, B} mit B(b) = bt und B|..= 1.
Nach Satz 3.18. ist dann A(X) = <G,d | d®2 = e, dbd = b?, dxd = x (V x€L) >.
Sei s = db. Dann ist A(X) = <G,s | s> = e, shs = b, sxs = x (VxeL) >.

Die letztere Gruppe ist aber die zu G gehdérende GDCH-Gruppe.
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4. Die Gruppe Aut(G,H)

4.1. Definition:

Sei G eine Gruppe, x € G, U C G und ¢ € Aut(G).
Sei definiert:

1. (x) ={x, x4

2.U*={(x) | x € U}

3. 9% G* = G, (X) = (¢(X))

4. die Cayley-Zahl c(p) von ¢ durch c(@) = [{(x)e g*l @*((x)) # (x)}]
5. Aut*(G) = { ¢* | ¢ € Aut(G) }

6. AutO(G) ={ @ € Aut(G) | c(p) = 0}

7. Aut*(G,U) ={ ¢* | ¢ € Aut(G,U) }

8. a*(G,U.) = |Aut*(G,U)|

9. a0(G) = |AutO(G)|

4.2. Definition:

Sei G eine Gruppe und Oi (i =0,1,...,r ) die Orbits von Aut(G), wobei Oo = {e} sei.

Sei H eine Cayley-Menge von G. Das ungeordnete Mengenpaar {H N Oi, Oi- H }
bezeichnen wir als Schnitt der CM H mit dem Orbit Oi.

Zwei CM H und K werden a-aquivalent genannt, wenn es eine zu H isomorphe CM H
gibt, so daR die Schnitte, die H und K mit den Orbits bilden, gleich sind.

Der Begriff "a-aquivalent" induziert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der CM von
G. Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation, die ein CES von G enthalten, seien
als A-Klassen von G bezeichnet. Meinen wir alle Aquivalenzklassen, so sprechen wir

von den A-Klassen der CM von G

4.3. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und H eine Cayley-Menge in G.

Dann ist Aut*(G,H) eine Gruppe. Auto(G) ist normale Untergruppe von Aut(G,H), und es
ist: Aut*(G,H) = Aut(G,H)/Auto(G). Weiter gilt: a(G,H) = a*(G,H) * ao(G)

Beweis:

Es ist klar, dal3 Aut(G,H) eine Gruppe ist.

Sei a: Aut(G,H) — Aut*(G,H)', ¢ — o*.

Dannist a (1) = 1*. Seien ¢, y € Aut(G,H). Dann ist:

a(@W)((x) = (Pw((x)) = ¢*W(x) = P*(W(X)) = @*"W*((x)) = a(e) a(y)((x))-
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Also ist a(py) = a(p) a(y). Also ist a ein Epimorphismus. Man Uberlegt sich leicht, daf3
Kern a = Auto(G) ist. Also ist Auto(G) Normalteiler von Aut(G,H; und es gilt:
Aut*(G,H) = Aut(G,H)/Auto(G). Daraus folgt sofort, dal3 a(G,H) = a*(G,H) * ao(G) ist.

4.4. Definition:

Sei G eine Gruppe. Der Begriff "c-aquivalent” induziert eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der CM von G. Die aus CES bestehenden Aquivalenzklassen dieser
Aquivalenzrelation seien als C-Klassen von G bezeichnet. Meinen wir alle

Aquivalenzklassen, so sprechen wir von den C-Klassen der CM von G.

4.5. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und seien H und K CM von G

1) Genau dann ist Aut(G,H) < Aut(G,K), wenn K unter Aut(G,H) stabil bleibt.

2) Genau dann ist Aut(G,H) = Aut(G,K), wenn K unter Aut(G,H) und H unter Aut(G,K)
stabil bleibt.

Beweis:

1) Sei Aut(G,H) < Aut(G,K).

Nach Definition von Aut(G,K) bleibt dann K stabil unter Aut(G,H).
Sei K stabil unter Aut(G,H). Dann ist ®[K] = K fur alle ® € Aut(G,H).
Also ist Aut(G,H) < Aut(G,K).

2) Die Aussage der Behauptung folgt unmittelbar aus Teil 1) des Beweises.

4.6. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und seien H und K Cayleymengen von G.

1) Gehoren H und K zur selben C-Klasse der CM von G, so sind die Gruppen A(G,H)
und A(G,K) als Permutationsgruppen isomorph. Insbesondere ist ¢(G,H) = ¢(G,K).

2) Gehoren H und K zur selben A-Klasse der CM von G, so sind die Gruppen Aut(G,H)
und Aut(G,K) als Permutationsgruppen isomorph. Inshesondere ist ¢(G,H) = ¢(G,K).

3) Die Relation c-aquivalent" ist als Aquivalenzrelation feiner als die Relation "a-

aquivalent”.

Beweis:

1) Seien H und K aus der gleichen C-Klasse von G.
Sei X =X(G,H) und Y = X(G.K).Nach Lemma 2.4. ist dann der Graph X isomorph zum
Graphen Y oder Y. Also ist A(G,H) = Ae(X) = Ae(Y’) = Ae(Y) = A(G,K) und zwar als

Permutationsgruppe.
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2) Seien H und K aus der gleichen A-Klasse von G. Seien Oi die Orbits von Aut(G),
wobei Oo ={e} ist. Sei H eine zu H isomorphe CM, so dal3 fir 1< i < r gilt.
{HNOi,H-0i}={KNOj, K-0i}.

Fir jedes i €{1,2,..r} ist nun Aut (G,H N Oi) = Aut(G,0Oi -H) = Aut(G,KN Oi).

Weiter ist Aut(G,H) = Na<i<«r Aut (G,H N Oi) und Aut(G,K) = Ni<i<r Aut (G,K N O)).
Also ist Aut(G,H) = Aut(G,K). Da Aut(G,H) in Aut(G) konjugiert ist zu Aut(G,H) ist,
sind Aut(G,H) und Aut(G,K) als Permutationsgruppen isomorph.

3) Sind H und K c-aquivalent, so sind sie auch a-aquivalent, wie unmittelbar folgt.

4.7. Definition:

Sei X = X(G,H) eine MRR der Gruppe G. Dann heipt X minimale MRR, wenn X in der
Menge der MMR's von G bezuglich des Eckengrads minimal ist, d.h. wenn gilt:
|[H|=min { IK] | ¢(G,K) = c(G) ).

4.8. Definition:

Unter einem Reprasentantensystem(RS) der C-Klassen bzw. A-Klassen einer Gruppe
G verstehen wir immer ein System minimaler Reprasentanten H, wobei H stets ein CES
ist. Unter einem Reprasentantensystem (RS) der C-Klassen bzw A-Klassen der CM
einer Gruppe G verstehen wir ein System minimaler Reprasentanten H, wobei H eine
CMvon G ist.

4.9. Vereinbarung:

Fur eine Anzahl von Gruppen G werden wir ein RS der C-Klassen bzw. A-Klassen (der
CM) von G angeben. Bei einem RS der C-Klassen werden die Repréasentanten mit
arabischen Zahlen nummeriert. Bei einem RS der A-Klassen werden die
Reprasentanten mit rémischen Zahlen nummeriert. Die Nummerierung geschieht dabei

stets so, dal3 die Reprasentanten H bezuglich ihrer Machtigkeit geordnet sind.

4.10. Bemerkung:

Um eine minimale MRR einer Gruppe G zu bestimmen, gehen wir so vor, dafl} wir im RS
der A-Klassen von G den ersten Repréasentanten H suchen, fur den a(G,H) = a(G) ist.
Dann bestimmen wir ein RS der C-Klassen, die in der von H reprasentierten A-Klasse
enthalten sind. In diesem RS bestimmen wir den ersten Reprasentanten K fur den
c(G,K) = a(G ist. Gibt es keinen solchen Reprasentanten, so gehen wir zur nachsten A-

Klasse mit a = a(G) Uber und wiederholen den Prozess.
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4.11. Definition:

Sei G eine Gruppe.

Die Menge der Cayleymengen von G sei mit CM(G) bezeichnet.

Die Menge der Cayleyerzeugendensysteme von G sei mit CES(G)

Bezeichnet. Ist ne IN, so sei CMn(G) = [H € CM(G) | |H| = n} und

CESn(G) = {HeCES(G) | |H| = n}. Ist HECM(G), so sei A(H) ={®P[H] | D eAut(G)}.

4.12. LEMMA:
Sei G eine Gruppe und H € CM(G), so.dal’R H unter Aut(G) stabil bleibt.
Sei {H1,H2,..,Hk} ein Reprasentantensystem der Orbits A(Hi)( 1 <i < k) von Aut(G) auf H.

Hl_ _yk 1
|Aut(G) | =1 3(Hi)

Dann ist

Beweis:

Aut(G) kann aufgefaft werden als Permutationsgruppe auf X.

Fir alle H € X. ista(H) * |A(H)| = |Aut(G)|. Ferner ist ¥, | A(H)| = |HI.
Daraus folgt die Behauptung.

4.13. Folgerung:

Sei G eine Gruppe und XcCM(G), so dal? X unter Aut(G) stabil bleibt.

1) min{a(G,H) | HeX } = [X|/|Aut(G)|

2) Die Anzahl der Cayleyklassen K in X, fur die a(G,K)= 1 ist, ist <|X| / |Aut(G)|

4.14. LEMMA:
Sei G = Z2°. Dann ist:

1) min{a(G,H)|HeCMs5(G)} = 59.
2) min{a(G,H)|HeCMg(G)} = 14
3) min{a(G,H)|HeCM7(G)} = 4

4) min{a(G,H)|HeCMg(G)} = 2
5) In CMoG) gibt es hochstens 2 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.

6) In CM10G) gibt es héchstens 4 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
7) In CM11G) gibt es hochstens 8 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
8) In CM12G) gibt es hochstens 14 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
9) In CM13G) gibt es hochstens 18 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
10) In CM14G) gibt es hochstens 23 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
11) In CM1sG) gibt es hochstens 30 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
12) In CMG) gibt es hochstens 99 Cayleyklassen H mit a(G,H) = 1.
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Beweis:
Es ist [AUt(G)| = 31*30%28+24*16. Sei 0 < n < 31. Dann ist | CMn(G) | = (?;11)

ICM(G)I
I1Aut(G)I

Fur 5 < n < 15 sei definiert: gn =

Man rechnet leicht nach, daR dann gilt: qs*=58,8, gs 1= 13,6, g7 *=3,8,gs *= 1,2 und
Qo= 2,01, qi0= 4,43, qu1= 8,47, qi2= 14,11, qi3= 18,46, qi4= 23,73, qi5= 30,06.

Die Aussagen 1 - 11 der Behauptung ergeben sich nun unmittelbar aus Folgerung 4.13.
Jede Cayleyklasse G enthélt ein Element H, fur das IHI < 15 ist. Die Aussage 12 der
Behauptung ergibt sich durch Summation der in den Aussagen 5 - 11 angegebenen
Werte.

4.15. Bemerkung:

Benutzt man die Ergebnisse des Computerprogramms Klass 5 (siehe Anhang 2 und
Lemma 10.7.), dal3 fur alle CM H von G mit |H|<11 a(G,H)>1 ist, so ergibt sich 85 als
obere Schranke fur die Anzahl der Cayleyklassen von G, fiur die a(G,H) = 1 ist.

Auch diese Abschatzung ist noch sehr grob, so dal3 die tatsachliche Anzahl der
Cayleyklassen von G, fur die a(G,H) = 1 ist, und damit auch die Zahl der nicht-

aquivalenten GRR's von G wahrscheinlich sehr viel geringer ist.

5. Isomorphie von Cayley-Graphen

5.1. SATZ:

Sei X1 = X(G1,H1) und X2 = X(G2,Hz2).

Genau dann sind die Graphen X1 und Xz isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung
®: G1 — G2 gibt, so dald gilt:

i) D(e) =e, ii) D(x)H1 = P(x)H: fur alle x € Gu.

Beweis:

[) Seien X1 und Xz isomorph und ®: X1 +— Xz ein Graphenisomorphismus.

Dann kann man 0.B.d.A. annehmen, dal3 ®(e) = e ist. Fir jedes x € Gz ist nun:,

® [xH1] = ®[Nx1(X)] = Nx2 (P(x)) = ¢ (X)H2

II) Sei ®: G1+— G2 <P eine bijektive Abb., die die Bedingungen i) und ii) erfullt. Dann
ist fur jedes xe G1: P[Nx1(x)] = P[xH1] = P(X)Hz = Nx2 (D(x)).

Also ist ® ein Graphenisomorphismus und die Graphen X1 und Xz sind isomorph.
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5.2. SATZ:

Seien G1 und G2 Gruppen.

Es gebe eine bijektive Abbildung B : G1 — G2 mit den Eigenschaften:

) B(e) = e, i) B(xy) € { BX)B(y), BX)B(y ™) fiir alle x,y € Gu.

Dann ist jeder CG der Gruppe Giisomorph zu einem CG der Gruppe Ga.
Beweis:

Sei X1 = X(G1,H1) ein CG der Gruppe Gi. Sei Hz = B[H1]

Dann ist e # Ha. Ist y € Hz, so gilt mit x =B1(y) : e = B(e) = B(xx) € B(x) {B(x), B(X)}.
Also ist y1 = B(x 1) € B[H1] = Hz2. Daraus folgt, daR Hz eine CM ist.

Sei X2 = X(Gz,H2). Dann ist fur jedes x € Gz : B[xH1] = B(X)H2.

Nach Satz 5.1. sind dann die Graphen X1 und X2 isomorph.

5.3. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe und. L1 =L x Z2. Dann ist jeder Cayley-Graph der Gruppe
L1 isomorph zu einem Cayley-Graphen der Gruppe GDH(L).

Beweis:
Sei L1 =L x<d>und G = GDH(L) =<L,D | D? = E (DXD = X! (X eL)>.Sei B definiert
durch B(x) = X fur alle x € L und B(xd) = XD fur alle x € L. Dann hat 8 die in Satz 5.2.

geforderten Eigenschaften. Die Aussage des Lemmas ergibt sich nun aus Satz 5.2.

5.4. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe und G eine GDC-Gruppe der Gruppe L. Dann ist jeder
Cayley-Graph der Gruppe G isomorph zu einem Cayley-Graphen der Gruppe GDH(L).

Beweis:

Sei G =GDH(L). Seib eG-LundDeG-L.

Die Abb. B: G —> G sei definiert durch : B(x) = X und B(bx) = DX fur alle x € L.

Dann hat 3 die in Satz 5.2. geforderten Eigenschaften, und die Aussage des Lemmas
folgt aus Satz 5.2.

5.5. LEMMA:

1) Jeder CG der Gr. G= Q x Z2" (ne N) ist isomorph zu einem CG der Gr. L = Z4 x Z>"*1.
2) Jeder CG der Gruppe L = Za x Z2" ist isomorph zu einem CG der Gruppe L = Z2"*2,
3) Jeder CG der Gr. G= Q x Z2" (ne N) ist isomorph zu einem CG der Gr. L = Z2"*3,

Beweis:
1)SeilLqg=Z4xZ2"<G.Seibe G-Loundc=b?undL=Lgx<B|B?=E>.
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Sei 3 : G -> L definiert durch: B(x) = X und B(bx) = BX fur alle x € Lo.
2)Seilg=2Z>".undL=Lox<a|a*=e> SeiL=Lox<ADIA?>=D?=E>.

Sei B : L —> L definiert durch : B(a) = A, B(a?®) = D, B(a1) = AD und B(xy) = B(x)Y flr alle
x<Lund alle y € Lo.

3)Seilo=Z2"und G=<ab|a*=¢e, b>=2a? blab=al>.
SeiL=<ABDIA?=B2=D?=E> Seix € Lo.

Sei B : G —>L definiert durch:

B(a)=A, B(b)=B, B(a’)=D, B(ab) =AB, B(a™*) =AD, B(b*)=BD, B(ab™)=ABD, B(xy) = B(x)y
fur alle x e G und alle y € Lo.

Dann hat B in jedem der drei Falle die in Satz 5.2. geforderten Eigenschaften. Dann

folgt die Aussage aus Satz 5.2.
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Il. CAYLEY-GRAPHEN VON GRUPPENERWEITERUNGEN

6. Zyklische Erweiterungen von Gruppen

6.1. Definition:

1) Eine Gruppe G1 heift Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe U, wenn Gi
normal in G und G1/G = U ist.

2) Eine Gruppe Ga1 heift semidirektes Produkt der Gruppe G mit der Gruppe U, wenn
)G <G, U<Gund

i) G NU={e}, G1=GU ist.

3) Eine Gruppe G heift direktes Produkt der Gruppen G und U, wenn G und U
Untergruppen von G sind, die elementweise kommutieren, und gilt: G N U = {e} und G1
=GU.

Das direkte Produkt der Gruppen G und U wird mit G x U bezeichnet.

Da wir im Wesentlichen nur Erweiterungen von Gruppen durch zyklische Gruppen

benotigen, werden wir uns auf die Theorie dieser Erweiterungen beschréanken.

6.2. Definition:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G durch die zyklische Gruppe Zn, wobei
n=2 ist.

1) Istb € G1- G, so dal} Gi1 = <G,b> ist, so heift b Repréasentant der Erweiterung.

2) Der Automorphismus B: G — G, x — bxb sei als der von b auf G induzierte
Automorphismus bezeichnet.

3) Sei c =b". Dann ist ¢c € G. Das Paar (c,) wird das zum Reprasentanten b gehérende

Parametersystem der Erweiterung genannt.

6.3. Bemerkung:
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G durch die zyklische Gruppe Zn, n = 2. Sei
b ein Reprasentant der Erweiterung und (c,B) das zu b gehérende Parametersystem

der Erweiterung. Dann ist (c) = c und B (x) = cixc fiir alle x e G

6.4. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und n € N. Seien ¢ € G und B € Aut(G) so gewahlt, dal3 gilt: B(c) =c
und B"(x) = c*xc fir alle x € G. Dann gibt es eine Erweiterung Gz von G durch die
Gruppe Znund einen Reprasentanten b der Erweiterung, so daf3 (c,8) das zu b

gehorende Parametersystem der Erweiterung ist.
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Beweis:
Sei die Gruppe G definiert durch: G1 = <G,b | b" = ¢, bixb = B(x) fiir alle xe G>.
Dann ist G normal in G1 und G1/G = Zn. Das Element b ist Repréasentant der

Erweiterung und (c,8) das zu b gehérende Parametersystem der Erweiterung.

6.5. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe Zn, n > 1.

1) Gibt es einen Reprasentanten b mit dem Parametersystem (e,B), so ist die
Erweiterung semidirektes Produkt.

2) Gibt es einen Reprasentanten mit dem Parametersystem (e,1), so ist die Erweiterung
direktes Produkt.

Beweis:

i) Sei b ein Reprasentant der Erweiterung, so daf b" = e ist. Dann ist U = <b> =~ Z» und
es gilt: G1 = GU und U N G ={e}. Also ist die Erweiterung semidirektes Produkt von G
mit Zn.

2) Sei b ein Reprasentant der Erweiterung, so daf3 (e,1) das zu b gehdrende
Parametersystem ist. Sei U = <.b>. Dann ist U = Z, und die Gruppen G und U

kommutieren elementweise. Ferner ist GNU = {e} und G1=GU. Also ist dann G1 = GxU.

6.6. LEMMA:

Sei G1 Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe Zn, n>1. Sei b Reprasentant der
Erweiterung und {c,8} das zu b gehérende Parametersystem. Seig € G und b’ = bg.
Dann ist b' Reprasentant der Erweiterung und fiir das zu b* gehdrende
Parametersystem (c',8") gilt:

B'(x) = g'B(x)g fur alle x € G. ¢’ = cB™(g)....p(9)g.

Beweis:

Es ist B'(x) = b“ixb' = gtbixbg = g"*B(x)g firr alle x € G.

Es ist ¢c'=b""= (bg)" = cB"*(g)...B(g)g.

6.7. LEMMA:

1) Sei G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L. Sei. b €G - L und ¢ = b2
Dann besitzen alle be G - L das Parametersystem {c,inv}.

2) Sei G eine GDH-Gruppe der abelschen Gruppe L.

Dann besitzen alle d € G - L das Parametersystem {e,inv}.

Beweis:
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1) Nach Voraussetzung gibt es ein b € G - L, so dal3 fur das zu b gehorende
Parametersystem {c,} gilt o(c) =2 und B = inv. Seinun b'=bg € G - L, wobei g € L ist.
Nach Lemma 6.6. ist dann B’(x) = g'B(x)g = B(x). Also ist B’ = B = inv.

Weiter ist ¢’ = c(g)g = c.

2) Nach Voraussetzung gibt eseind € G - L, so dal} {e,inv} das zu d gehérende
Paranetersystem ist. Sei d' = dg, wobei g € L ist. Sei {c,8} das zu d’ gehdrende
Parametersystem. Dann ist B(x) = gtinv(x)g = inv(x) fiir alle x € L. Also ist B = inv.

Weiter ist c = eglg = e.

6.8. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G durch die zyklische Gruppe Zp, wobei p
eine Primzahl ist. Dann gibt es einen Reprasentanten b der Erweiterung, so daf3 ¢ = bP
ein Element der p-Sylowgruppe von G ist.

Beweis:

Sei bo ein Reprasentant der Erweiterung. Sei q = o(bo”). Dann gibt es Zahlen r,s € No,
sodall g=p'sund(qg,s) =1ist. Sei b =bo®. Da(q,s)=1ist,ist G1 =<G,b>. Seinunc=
bP. Dann ist ¢ = bo®P.

Es ist € = (boP)d =.(boP)P""s = boP (*1)*s = (hoPS)P™r = ¢ P™,

Also ist o(c) | p". Das bedeutet, daf3 c in der p-Sylowgruppe von G ist.

6.9. LEMMA:
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe Zn, n = 2. Ist dann

o(G) teilerfremd zu n, so ist die Erweiterung semidirektes Produkt.

Beweis:

Sei b ein Reprasentant der Erweiterung und q = o(b").

Dab" e G ist, ist g | o(G). Sei nun (n,0(G)) = 1. Dann ist auch (n,q) = 1. Sei nun b1 = bA.
Da (n,q) = 1 ist, ist b1 Reprasentant der Erweiterung und es ist b1" = b = e. Nach
Lemma 6.5. ist dann G1 semidirekte Produkt von G und Zp.

6.10. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und. G1 eine nichtabelsche Erweiterung der Gruppe G durch die
Gruppe Zn, wobei n = 3 eine ungerade Zahl ist. Dann gibt es ein b € G1 - G, so dal}
G1 = <G, b> ist und gilt b®" # e oder b? ¢ Z(Gz).

Beweis:
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Zur alle Reprasentanten b der Erweiterung gelte b?" = e und b? € Z(Guy).

Sei x € G und b' = b?x. Da n ungerade ist, ist b’ Reprasentant der Erweiterung.

Es gilt dann: i) e = b™2" = (b2x)?" = b*" x2" = x2" i) b*x? = b2 € Z(G1)
Also ist x2" = e und x? € Z(Gz) fur alle x € G.

Seinuny € Gi1. Dann gibt es eini € {1,...,n-1} und ein x € G, so daB y = b'x ist.
Dann ist y?" = b*" x2" = e und y? = b%x? € ZG1). Also ist y?" = e und y?eZ(Gay) fir alle
yeGi1. Sei U ={xeGi[x"=e} und V = { x € G1|x? = e}. Dann ist G1 = UV.

Ist xeU, so ist x = x"** e Z(Gu1|). Daraus folgt, daR U eine Untergruppe von Z(G1) ist.
Sind x,y €V, so ist: (xy)™ = (xy)" = xy(xy)"! = (xy)>™".

Also ist (xy)? = e und V eine abelsche Untergruppe von Gi. Dannist G1 = U x V.

Also ist G1 eine abelsche Gruppe im Widerspruch zur Voraussetzung,

6.11. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der nichtabelschen Gruppe G durch die Gruppe Z2. Fir
alle b €; G1 - G sei: b? € Z(G) und o(b) = 4.

Seib e. G1- G und (c,B) das zu b gehérende Parametersystem. Sei 6: G-> G,

X -> B(x)x. Sei D = <cd[G]>. Dannistc ¢ d([G]), D < Z(G) und D = Zx" fureinn = 2.

Insbesondere ist Z22 < Z(G) und o(G) = 4k, wobei k = 4 keine Primzahl ist.

Beweis:

a) SeiC={b?|beG1-G}und Zo={xe Z(G)| x? =e}.

Nach Voraussetzung ist dann C € Zo. Nun ist C = {cB(X)x | x € G} =c d(G).

Da G nichtabelsch ist, ist B # inve. Also ist 8(G) # {e}.

Dac ¢ 9[G]ist, ist D € Zqg < Z(G) und D = Z2" fir einn = 2.

Insbesondere ist Z2 < Z(G). Sei k = o(G : Z2"). Dann ist o(G) = 4k.

Ist nun k eine Primzahl, so ist die. z p Faktorgruppe G/Z2 zyklisch, und deshalb abelsch.

Dann ist aber auch G abelsch, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

6.12. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe und. ¢ € L mit o(c) = 2. Dann gibt es eine
Standardreprasentation

Beweis:

Sei B’ = (B —{an}) U {an}. Dann ist B eine Basis von U, Man uberlegt sich leicht, daf}

daraus die Behauptung folgt.
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6.13. LEMMA:
Sei G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L.

Ist L # Z4 x Z2" (ne N), so ist L die einzige abelsche Untergruppe von Index 2 in G.

Beweis:

Sei L =Z4 x Z2" und U eine von L verschiedene abelsche Untergruppe vom Index 2 in G.
Dannist U- L# &. Seib € U- L. Dannistb € G — L.

Sei A={x € L | x> =e}. Dann ist A<L.

Es ist nun Zentr(b)= AU bA.Da b € U und U abelsch ist, ist UeZentr(b).

Also ist o(L) = o(U) = o(Zentr(b)) = 2.0(A). Da A # L ist, ist o(L) = 2°0(A).

Das ist aber nur mdglich, wenn L = Z4 x Z2" fUr ein n € No ist. Also ergibt sich ein
Widerspruch. Daraus folgt, daf3 L die einzige abelsche Untergruppe vom Index 2 in G
Ist.

6.14. LEMMA:
Sei G = GDC(4,2) x Z2" = <a,b,ci | a*=b*=c ’=e, btab=al(1 <i <n)>
Ist L eine abelsche Untergruppe vom Index 2 in G, soist L =Li1=<a, b, c1,...,cn> oder

L = <x,a?,ct,....,Cn>, Wobei x € bL ist. Ist G GDC-Gruppe von L, so ist L = L1.

Beweis:

Sei L eine abelsche Untergruppe vom Index 2 in G. Dannist L N {a,b,ba} # &, da sonst
G:L> 2 ist.

Ist aeL, soist L < Zentr(a) = L1. Dannist L = L1.

Ist beL, so ist L < Zentr(b) = <b,a?,ci,....,cn>. Dann ist L = <b,a?cz,...,Cn>.

Ist ba € L, soist L < Zentr(ba) = <ba»a?cz,....,cn >. Dann ist L = <ba, a?,cs,...,Cn >.

Man rechnet leicht nach, daf3 G keine GDC-Gruppe von L ist, wenn L # L1 ist.

6,15. LEMMA:

Sei G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L. Sei U eine abelsche Untergruppe
von G, so dald G GDC-Gruppe von U ist. Ist dann G keine GQ-Gruppe, soist U = L.
Beweis:

Sei G keine GQ-Gruppe und angenommen, dafd U # L ist. Sei A =L-U, B=U-L und
C=UNL.Dao(U) =o(L) ist, sind die Mengen A und B nicht leer. Ist xeA und yeU, so
ist xlyx =y, Ist xeL und yeB, so ist. yixy = y1;

also ist xlyx = yx°. Es ist Z(G) = {xeG| x? = e}. Man Uberlegt sich nun leicht,

daR C =Z(G)ist. Istx e Aundy € B,so ist x? = y?, wie aus dem obigen folgt.
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Seiae AundbeB.DannistA=aC. AlsoistL=AUC =<a,C>.
Dannist G=<a,b|a*=¢e, b?=2a? blab=a’> x C. Alsoist G im Widerspruch zur

Voraussetzung eine GQ-Gruppe. Daraus folgt, daf3 U = L ist.

6.16. Folgerung:
Sei G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L, aber keine GQ-Gruppe. Dann bleibt
L unter Aut(G) stabil.

6.17. LEMMA:

Sei G = Q * Z2" = <a,b,ci| a* =ci? =e, b? =a?, btab=a? (1 <i < n)>. Dann besitzt G genau
drei verschiedene abelsche Untergruppen vom Index 2 in G. Es sind die Gruppen L1 =
<a,C>, L2 = <h,C> und L3 = <ab,C>, wobei C = <cy, C2,..., Cin> ist.

G ist GQ-Gruppe jeder dieser Gruppen.

Beweis:

Sei L eine abelsche Untergruppe vom Index 2 in G.Sei C= <c, Cz,..., Cin>
Dannist L N <a,b> # {e}, da sonst G:L 24 ist. Ist L N <a,b> = {a?}, so ist G:L24.
Also ist L N {a,b,ab} #&-

Istael,soistL < Zentr(a) = <a,C>=Li. Dannist L = L.

Istb e, soistL < Zentr(h) = <b,C>=L2. Dannist L = Lo.

Ist ab e-L, soist L < Zentr(ab) = <ab,C> = Ls. Dannist L = Ls.

Man rechnet leicht nach, dal? G GQ-Gruppe jeder der Gruppen Li,L2,L3 ist.

6.18. LEMMA:

Sei G eine GDC-Gruppe. Seien L und U abelsche Untergruppen von G, so dal3 G GDC-
Gruppe von L und von U ist. Dann sind L und U isomorph.

Beweis:

Ist G keine GQ-Gruppe, so ist nach Lemma 6.15. U = L.

Ist G eine GQ-Gruppe, so sind nach Lemma 6.17. U und L isomorph.

6.19. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe und. G Erweiterung von L durch die Gruppe Zn. Sei {c,B]
ein Parametersystem der Erweiterung. Ist G eine GDC-Gruppe, SO ist:
a)yn=2,0(c)=1und B =inv oder

b) n=4,c=eund =inv oder
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c)L=2Z4x2Z2"(m-e N),n=2,c%2=eund
G =<a,b|a*=b*=e, blab =ab?> x Z,"1 = GDC(4,2) x Z2"1.

Beweis

Sei G eine GDC-Gruppe und U eine abelsche Untergruppe von G, so dal3 G eine GDC-

Gruppe von U ist.

1)Istn=2,so0ist GiL = 2.
a) Ist U # Z4 x Z2™, so ist nach Lemma 6.15. U = L. Dannist o(c) = 2 und 3 = inv.
b) Ist U#Z4xZ2™ fur ein m € N, so ist i) G=QxZ2" oder ii) G = GDC(4,2)xZ2""! und n>1.
i) Ist G= Q x Zo™ = <a,b | a*=e, a?=b?, btab =a'> x Z>™, so ist L eine der Gruppen
<a,Z2m>, <b,Z>™ >, <ab,Z>">. In jedem Fall ist o(c) =2 und 3 = inv.
ii) Ist G = GDC(4,2) x Z2™1, so folgt aus Lemma 6.14., daB Fall a) oder Fall c) der
Behauptung zutrifft.

2)Istn=4,s0ist G.IL=4. Seid € G-L, so daR G = <L,d> ist. Sei be G - U.
IstLNbU#d, soseio.B.dA.belL.lIstd € bU, soistd=b £ L, was nicht moglich ist.
Ist d € U, soist b’*db = d -1. Daraus folgt dann, daR d-*bd = bd? € L ist, da n normal in
G ist. Dann ist aber d%e L, was nicht méglich ist. Also ist L< U. Da <L,d> = G ist, ist
de bU. Alsoistc =e und B =inv.

3)Sein#2,4.Seid€G-L,sodall G =<L,d> ist.
Seib e G- U. Furalle x e bU ist nun o(x) = 4. Also ist d € U. Dann ist L N bU #J. Sei
0.B.d.Ab € L. Aus b*db = d** folgt nun d-*bd = bd?. Da L normal in G ist, ist dann d €

L, was nicht moglich ist, da n # 2 ist. Also ist n € {2,4}.

6.20. LEMMA:

Sei G eine Gruppe. Sei ¢ € Aut(G) - {1}. Sei c € G mit o(c) = 2 und ¢(c) = c. Gilt dann fur
alle x € G: @(x) € {X, xc}, so ist *> =1 und c € Z(G).

Beweis:

SeiU={xe Gl ¢((x)=x]und V = (xeG| ¢(x) = xc}. Dann ist U eine nicht triviale
Untergruppe von G. Sei u € U - {e} und v € V. Dann ist ¢(vu) = vcu €{vu, vuc}.

Also ist u = cuc und c € Zentr(U). Es ist @(v1) = cv! = vlc. Also ist ¢ € Zentr(V) und

deshalb ¢ € Z(G). Es ist ¢?(v) = ¢(vc) = vc? = v. Also ist ¢?= 1.

6.21. SATZ:
Sei G eine Gruppe.
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1) Genau dann ist ao(G) > 1, wenn

i) G eine abelsche Gruppe mit exp(G) > 2 oder

i) G eine GDC-Gruppe ist. [Wa 1, Theorem 3]

2) Ist G eine abelsche Gruppe,mit exp(G)> 2, so ist Auto(G) = {1, inv}.

Ist G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L, aber keine GQ-Gruppe, so ist Auto(G)
={1, a], wobeia|.=1|.a|cL =1] c-List.
IstG=QxL=<abla*=¢e,b?2=a%b*tab=a!>xL mitexp(L) = 2 eine GQ-Gruppe, so
ist Auto(G) = {1, a, B, aB}, wobei a(a) = a, a(b) =b?*und a. =1|.und B(a) = a?*, B(b) =b
und B = 1. ist.

Beweis:

1)

A) Sei ao(G) = 2. Sei ¢ € Auto(G) - {1}. SeiU={xe G| ¢(X) =x}und
V=[xeG|pXx)=x1}IstV =G, soist @ =inv. Dann ist G eine abelsche Gruppe mit
exp(G)> 2. Seialso V # G. Sei W =V - U. Dann ist W nicht leer. Da V # G ist, ist auch
U nicht leer und exp(U) > 2. Sei x € U. und y € W. Dann ist @(xy) = xy* = yIx1. Also
ist y'txy = x* fur jedes x € U und jedes y € G-U. Daraus folgt, daR U ein abelscher
Normalteiler von G ist. Seien y1,y2 € W. Dann ist y2 y1-ixy1y2 = x fiir jedes x € U.
Also ist y1y2 € U. Dannist G:U = 2.

Seib e W =G -U. Dannist b2 € U - {e}. Nun ist b? = b2, wie oben gezeigt wurde.
Also ist o(b) = 4. Dann ist: G = <U,b | o(b) = 4, b? € U, b*xb = x* fuir alle xe<U> eine
GDC-Gruppe der abelschen Gruppe U.

B) Sei G eine abelsche Gruppe mit exp(G) >2. Dann ist inve € Auto(G) - {1}.

Sei G = <L,b> eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L. Sei ® € S(G) definiert
durch ®|L= 1|, ®pL = inv|oL. Dann ist ® € Aut(G) — {1}, wie man leicht nachprdft.

2) Sei G eine abelsche Gruppe mit exp(G) > 2.

Nach 1B) des Beweises ist {1,inv] < Auto(G). Nach 1A) des Beweises ist dann
Auto(G) = {1,inv}. Sei G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L, aber keine GQ-
Gruppe. Nach Teil 1B) des Beweises ist {1,a} < Aute(G). Sei angenommen, daf3
Auto(G) # {1,a} ist. Sei B € Auto(G) - {1}. Dann gibt es nach Teil 1A) des Beweises
eine abelsche Untergruppe U von G, so dal3 G GDC-Gruppe von U ist, und gilt: B|u =
1|y, Blec-u =inv|cu. DaB #aist, ist U # L.

Nach Lemma 6.15. ist dann aber G eine GQ-Gruppe. Also ist Auto(G) = {1,a}.
SeiG=QxL=<ab|a*=¢e,b?=2a? b'ab=a?>xL mitexp(L) =2 eine GQ-
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Gruppe. Dann ist G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppen Li=<L,a>, L2=<L,b>,
Ls= <L,ab> und nur dieser Gruppen. Nach Teil 1A) des Beweises ist dann Auto(G) =

{1, @1,92,93}, wobei gilt: @ilLi = 1I.i und. @ile-Li = InV.lG-Li.

6.22. LEMMA:

1) Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Dann ist ¢(L)=2 und 2|c(L).

2) Sei G eine GDC-Gruppe, aber keine GQ-Gruppe. Dann ist ¢(G) = 2 und 2|c(G).
3) Sei G eine GQ-Gruppe. Dann ist ¢(G) = 4 und 4|c(G).

Beweis:

Ist G eine Gruppe, so ist nach Bem. 2.11 ao(G)|c(G).

1) Esist ao(L) = 2 nach Satz 6.21.

2) Es ist ao(G) = 2 nach Satz 6.21.

3) Esist ao(G) = 4 nach Satz 6.21.

6.23. Folgerung:
1) Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2.
Dann besitzt L keine GRR. [McA 1]. [Ch 1], [Sa 3,Theorem 3]
2) Sei G eine GDC-Gruppe. Dann besitzt G keine GRR.[No 1,Theorem 1],[Wa 1,Cor 3A]
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7. Die Stabilitatsklassen

7.1. LEMMA:[Im-Wa 1, Lemma 3]

Sei Y = X(G1,H1) und G eine Untergruppe von Gai. Sei {bo, bi,....,bm-1} €in
Reprasentantensystem der Linksnebenklassen von G in Gi1, wobei 0.B.d.A. bo = e sei.
Fari=0,1,....,m-1 sei definiert Xi = X|pic und Ki = H1 N biG,

Dann gilt:

1) Die Graphen Xi (i = 1,...,m-1) sind isomorph zum Graphen Xo = X(G,Ko).

2) Bleibt G unter Ae(Y) stabil, so bilden die Mengen biG (i = 0,1,...,m-1) ein vollstandiges
Blocksystem von A(Y).

Beweis:

1) Sei definiert: Bi: biG +— G, bix +x (i = 1,....,m-1). Dann sind die Bi Graphen-
isomorphismen von X1 auf Xo, da gilt: [bix,biy] € E(Xi) & xly € Ko & [x,y] € E(Xo)

2) G bleibe unter Ae(Y) stabil. Sei ®eA(Y) und i€ {0,...,m-1}. Dann ist ®ni € Ae(Y) und es
gilt: [biG] = P(bi) PuL[G] = P(bi) G.

7.2. LEMMA: [Im 5, Theorem 1]

Sei X = X(G,H) und Y = X(G1,H1), so dall G < G1und H1 N G = H ist.
Sein=max (IH1 N XG||x € G1 - G) und k = |Hz1 - HJ.

Istdann: i) n < |H| + 1 -%|G| und ii) k <|H| +1 -1/3|G|, so bleibt G unter Ae(X) stabil.
Beweis:

Es gelte i) und ii). Sei angenommen, dal} G unter Ae(X) nicht stabil bleibt.

Sei O € Ae(X), so dalR V= ®(G) #G ist.

a) Es gebe ein x € G, sodaR Vc G U xG ist. Sei V1=V N Gund V2=V N xG. Sei
0.B.d.A. angenommen dal3 |V1| < V2| ist. Dann ist\Vi|< Y2 |G].

Sei a € V1. Da der Graph Z = X]|v isomorph zu X ist, ist

[H| = o(a,V) = p(a,Vi1) + p(a,V2) < |V1| -1 + JaH1 N XG| < % IGI - 1 + n.

Das ist ein Widerspruch zur Bed. i)

b) Esgebe x,ye G1-G mitxlye G,sodaR V2=VNxG#@B und V=V NyG # @ ist.
Sei 0.B.d.A. angenommen, dal3 |Vi| < |V2|, |V3| ist. Dann ist V1 <1/3|G]|.

Sei a € V1. Da der Graph Z = X]v isomorph zu X ist, ist |H| = o(a,V)=p(a,V1)+e(a, V- V1)
< |Vi|-1+p(a,G1-) < 1/3|G| - 1 + n. Das ist ein Widerspruch zu Bed. ii). Also bleibt G
unter Ae(X) stabil.
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7.3. Definition:

Sei X = X(G,H) und seien m,n € N, wobeim = 2 ist.

1) Der Graph X gehdre zur Klasse Nm,n, wenn fur jede Gruppe G1 > G mit G1:G =m
und jeden CG Y=X(m,n) mit den Eigenschaften

i) HN G =Hund ii) [H1 N XG| < n fir alle x € G1 - G gilt, dalR G unter Ae(Y) stabil
bleibt.

2) Der Graph X gehdore zur Klasse Qm,n bzw. Rmn, wenn fir jede Erweiterung
G1=<G,b> von G durch Zmund jeden CG Y = X(G1,H1) mit den Eigenschaften

i) Hi - (bG U b*G) =Hund i) |bG — Hi1| < n bzw. |bG N Hi| < n gilt,
dal3 G unter Ae(Y) stabil bleibt.

3) Die Klasse Sm,n sei definiert durch Sm,n = Qm,n U Rmn

4) Die Gruppe G gehore zur Klasse Nmn (Qm,n, Rmn, Smn), wenn sie eine MRR besitzt,

die zu der entsprechenden Klasse gehort.
7.4. LEMMA:

Seienm,n € N mitm = 2. Dann ist Nmpn € Rmn und N2n = R2n

Beweis:

Sei X = X(G,H) € Nmn. Sei G1= <G,b> Erweiterung von G durch Zm und Y = X(G1,H1),
so dal Hi - (bG U b''G) =H und |bG N H1| < niist.
DannistGi:G=m,HiNG=Hund |H1NXxG | < nfurallexeG:1-G.

Da X € Nmpn ist, bleibt G unter Ae(Y) stabil. Also ist X € Rmn.

7.5. LEMMA:

Sei X = X(G,H)und n € N. Firm =2, 3 gilt dann:

1) X € Qmn <=> X' € Rmn

2) Smn= Omn = Rmn

Beweis:

1) Sei Gi= <G,b> eine Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe Zm.
Sei Y = X(G1,H1), ein CG von Ga.

Dann ist X' = X(G,H") und Y* = X(G1,H1"). Weiter ist:

i) H1 - (bG U b1G)=H <=>Hi' - (bG u blG)=H.

i) bG - H1 = bG N Hy’, also insbesondere |bG - Hi| < n & |bG N Hi'| < n.
i) Ae(Y") = Ae(Y).
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Nun ist X genau dann aus Qm,n, wenn G fir alle G1 und alle H1 mit H1 - (bG U b'G)=H
und [bG - Hi'| < n unter Ae(Y) stabil bleibt. Letzteres ist nach i) - iii) genau dann der
Fall, wenn G fir alle G1 und alle H1’ mit H1' - (bG Ub1G) = H und |bG N H1'| < n unter
Aq(Y’) stabil bleibt. Dies ist wiederum aquivalent dazu, daf} X' aus Rm ist.

2) Sei G eine Gruppe. G ist genau dann aus Qm,n, wenn es eine MRR X von G aus Qmn
gibt. Letzteres ist nach Teil 1) des Beweises genau dann der Fall, wenn es eine MRR X'
von G aus Rmn gibt. Dies wiederum ist dquivalent dazu, dal3 G aus Rmn ist.

Also ist Omn = Rmn = Omn U Rmn = Smin.

7.6. Definition:

Sei X = X(G,H), wobei H eine endliche Menge ist. Sei £ = {Uc H | <U> = G}.
Im Graphen X sei definiert: ge(x) = o(x,H) (x € H).
Sei a(H) = maxues min { ge(X) | X € U}, und sei B(H) = 2|H| - a(H).

7.7. LEMMA:

Sei X = X(G,H).

1) Ist |G| - B(H) > 2n, so ist X in der Klasse Q2.

2) Ist (G) - B(H) > 3n, so ist X in der Klasse Qsn.

3) Ist |Gl — %2 B(H) > 2n, so ist X in der Klasse Qm,n ( m > 3)

Beweis:

Sei X = X(G1,H1), wobei G1 = <G,b> eine Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe
Zm, H1 - (bG U b'G) =H und |bG - H1 | < n ist. Wir betrachten den Graphen Y1 = Y|u.
Sei dort definiert go(x) = [N(x) N G|, e1(x) =|N(x) N bG|, e-1(x) =|N(x) N b1G].

Sei U C H so gewahlt, dal <U>= G und a(H) = min( ge(x) | xeU) ist.

1) Seim =2 und |G| - B(H) > 2n. Da b'G = bG ist, ist p(x) = po(x) + e1(x) fur alle x € H1
Ist X € U, so ist: o(x) = o(x) + p1(X) = a(H) + | Gl - 2n.

Isty € Hi - H, soist o(y) = eo(y) +o(y) < 2 |HI.

Nun ist o(y) < 2IH| < 2|H] + |G| - B(H) - 2n = a(H) + |G| - 2n < o(X).

2) Seim =3 und |G| - B(H) > n. Fir alle xeHz ist p(X) = po(x) + 1(X) + E-1(X).

Ist: x € U, so ist: o(X)>= a(H) + |G| - 2n + |G| - 2n = a(H) + 2|G| - 4n.

Isty € H1 - H, soist: p(y) < 2|H| + |G| - n.

Alsoist: p(y) < 2|H| + |G| -n <|G| - 3n + a(H) + |G| - n <b = a(H) + 2|G| - 4n.

3) Seim =4 und |G| - 2 B(H) > 2n. Fir alle x € H1 ist o(X) = go(x) + 1(X) + ©-1(X).

Ist x € U, soist o(x) 2X(H) + 2 |G] - 4n. Isty € H1 - H, soist o (y) < 2|HI.
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Also ist p(y) < 2|H |<2|H| + 2|G|- B(H) - 4n < 2|G| + a(H) - 4n < p(X)

Wegen der unterschiedlichen Eckengrade folgt nun, dal in jedem der Falle 1), 2), 3)
gilt: ®[U]c H fir alle @ € Ae(Y). Da <U> = G ist, ist ®[G] = G fir alle ® € Ae(Y). Also
bleibt G unter Ae(Y) stabil.

7.8. LEMMA: [Im 5, Theorem 2-2]

Sei G eine Gruppe ungerader Ordnung und X = X(G,H).
Dann ist max(a(H), a(H")) = 1/21*(o(G) - 16)
Beweis: [Im 5, Beweis von Thecrem 2-2]

7.9. LEMMA:[Im 5, Cor 2]

Sei X = X(G,H) ein endlicher Graph.

1) Ist 2|H| - IG] +2 > 2n, so ist X in der Klasse Rz n

2) Isti) 2|H| - |G| + 2 >2n und i) [H| - JiG| +1 > 2n, so ist X in der Klasse R3n.
Beweis:

Sei Y = X(G1,H1), wobei G1 = <G,b> eine Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe
Zm, H1 - (bG U b'lg) =H und |[bG N Hil = nist.

Wir nehmen an, dald G unter Ae(Y) nicht stabil bleibt. Sei gpe Ae(Y), so dall K = @(G) # G
ist. Wir betrachten im Folgenden den Graphen X1 = Y|k. Sei o(x) der Eckengrad der
Ecke x € V(X1) im Graphen Xi1. Da der Graph X1 isomorph zum Graphen X ist,

ist o(X1) = |H|. Seim =2 und 2|H| - |G| + 2 > 2n.

Sei 0.B.d.A. angenommen, dal3 |[K N G| < '2|Gl ist. Seix e KN G.

Dannist: o(x) = o(x,KN G) + o(x, KN bG) <% |Gl-1+n<|H|+1-n+1-n=|H]|
Also ergibt sich ein Widerspruch und G bleibt unter Ae(Y) stabil.

2) Seim =2undsei i) %|G|<IH]+1-nund ii) 1/3|G| < [H| + 1 - 2n.

a) K schneide nur zwei der Mengen G, bG und bG.

Sei0.B.dA.K € GNbGund KN G|£1/2|G|. Seixe KN G.

Dann ist: p(x) = o(x,K N G) + p(x,K N bG) < %2 IG] -1 + n < [H].

b) K schneide alle drei Mengen b'G."Sei 0.B.d.A. angenommen, daR |[KNG| £1/3|G] ist.
Sei x e KN G. Dann ist:

o(X) = o(x,KNG) + p(x,KNbG) + p(x,KNb1G) < 1/3|G|-1+2n < |H|+1-2n-1+2n = |H].

In beiden Fallen ergibt sich ein Widerspruch. Also bleibt G unter Ae(Y) stabil.

7.10. Definition: [Im-Wa 1, p. 463]

Sei X ein isovalenter Graph. Seim = 2 und nz 1. Sei 1 = {V1,V2,....,Vp } eine Patrtition
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von V(X) mit2<p<m.
I heift P-Partition von X, wenn fir alle i, je{1,..,p} miti #j und alle x € V gilt o(x,V)<n.

Der Graph X gehore zur Klasse Pm.n, wenn er eine Pmn-Partition besitzt.

7.11. SATZ: [Ju 1]

Sei X ein endlicher isovalenter Graph. Sei X € Pmnund X' € Pk
Sei a(m,n,k,l) =(2m - 1 )*n + (2k - 1)*| - 1.

Flr2 <p <mund 2< q < k sei: b(p,q,n,l) = q/(g-1)*pn + p/(p-1)*ql
Dann ist: |V(X)| = max (a(m,n,k,1), b(p,q,n,l) (2<p<m,2<qg=])

Beweis:

Sei V = V(X).

Sei {V1,..,Vp} eine Pmn-Partition von X und {Wu,...,Wq} eine Pk.i-Partition von X'.
a) Alle Mengen ViN W,. seien nicht leer.

Seiie{l,.,p]lundje{l,..,q}. Seix e ViNW; Sei Uj=V - (ViN W)). Dann ist:
Uil= @(x,Uij) + @' (x,Ui) SXE_; ;i 0(x Vs) + XL, . e(x Vs) <(p-1)*n+(q-1)*.
Andrerseits ist | Uil = IVI - |Vi| - [Wj| + Vi Wj).

Also ist: IVI - [Vi] - |Wj| + |[ViN Wj| < (p-1)n + (g-1)!

Durch Summation dieser Ungleichungen tber alle i und alle j ergibt sich nun:
pq [VI-a (VI-p|V]+|V] =pq ((p-1) n + (g-1))).

Alsoist (p-1)(q - 1) [V| = pq ((p-1) n + (9-1)))

Dann ist: |V(X)| < g/(g-1)*pn + p/(p-1)*gl = b(p,q,n,l)

b) Eine der Mengen ViN Wi sei leer. Sei 0.B.d.A. V1N W1 = @. Sei x € W.

Dann ist: IV1] = o(x,V1) + @'(x,V1)) Sn+ X1 o'(x, Wi) <n+(g-1)l

Seiy € V1. Dann ist: IW1| = o(x,W1) + @'(x,W1) Sn + X1 o(x, Vi) +| < | + (p-1)n
Weiterist: o=@ (X) = @(Y) = |V1] -1+ (p-1)n und o= o'(X) = '(X) < |[W1]| -1 + (g - 1)I
Dann ist:

IVX)|=e+@ +1

S| Vi + Wi+ (p-1)n +(q-1)-1

<sn+(g-Dl+ (p-1)n+ 1+ (p-1)n + (g-2)I

<@p-1n+(2gq-1)I-1

<@m-21)n+ (2k- 1)l -1 =a(m,nk,l)
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7.12. SATZ:

Sei X ein endlicher isovalenter Graph.
1) Ist X € Pmanund X’ € Pk, so ist’ [V(X)| <2(m n + k I) ([Im-Wa 1, Theorem 1])
2) Sind X,X' € Pm.n, SO ist:
D) IVOX)| <8nfirm=2
i) [V(X)| £ 10n furm =3
i) [VOX)I < 14nfarm =4
iv) [V(X)j <4mn firm =5
Beweis:
Wir benutzen die Bezeichnungen von Satz 7.11.
1) Sei X € Pmnund X' € Pk). Esist: a(m,nk,l) = (2m-1)n + (2k-1)I - 1 < 2(mn + ki)
Und b(p,q,n,l) = g/(g-1) * pn + p/(p-1)* gl < 2(pn + gl) < 2(mn + k).
Also ist [V(X)| < 2(mn + KI).
2) i) Sei m = 2. Dann ergibt sich die Aussage sofort aus 1).
i) Seim=3. Esist: a(3,n,3,n)=(6-1)n+(6-1)n-1=10n-1
und b(p,q,n,n) = (1/(g-1) + 1/(p-1)) * png < 9n, wie man durch Einsetzen der mdglichen
Werte von p und q leicht sieht.
iii) Es ist a(4,n,4,n) = 14 n - 1 und b(p,q,n,n) < 11n, wie man durch Einsetzen der fir p
und g moglichen Werte sieht.
iv) Sei m =2 5. Dann ist: a(m,n,m,n) =2(2m - 1)n - 1 <4mn und

8n<4mn p=q=2

b(p,a.n,n) = pg*(1/(g-1) + 1/(p-1))*n
< 2(p+g)n < 4mn sonst

7.13. LEMMA:

Sein < N. Sei X ein isovalenter Graph mit |V(X)| = 8n.

Sei [V1,V2] eine P2n-Partition von X und {W1,W2} eine P2 -Partition von X'
Dann ist |Vi N Wj| = 2n fur alle i, j €{1,2}.

Seien i,je{1,2} und {i,i} = {j,j’} ={1,2}. Dann gilt fir jedes x € V1 N W;:

o(x, V1 NWj) =2n

o(x, ViNWj) =n

o(x, ViNn Wj)=0

Beweis:

Ist eine der Mengen Vi N Wijleer, so folgt aus dem Beweis von Satz 7.11., daf3
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[V(X)] < a(2,n,2,n) = 6n — 1 ist. Also ist keine der Mengen Vi N Wi leer.

Seien i, j € {1,2} und sei x € Vi N'W;.

Dannist [Vi N Wj| = o(x,Vi N Wj) + o' (X,Vie N Wj) < o(X,Vi) + 0'(X,Wj) < 2n *)
Also ist: |V(X)| < 4*2n = 8n

Da [v(X)| £ 8niist., ist 1A W1\ = 2n fur alle i, ] G {I,2]

Aus (*) folgt dann, dal3 fiir jedes x € Vi N W; gilt:

o(x,Vii N Wj) = o(x,Vi)=n und ‘(x, Vic N Wj) = @'(X,Wj’) =n.

Also ist o(x,Vi N Wj) =0 und o(x,ViNWj) = 2n.

7.14. LEMMA:

Sei X ein Graph mit transitiver Automorphismengruppe.
Sein <6 und |V(X)| = 8n. Sei u € V(X).
Ist dann [Au(X)| <6 firn =1 und |Au(X)| <2nfir2<n <6, soist X ¢ P2n oder X' € P2n.

Beweis:

Sei angenommen, dafd X, X' € P2n sind.

Sei {V1, V2} eine P2 -Partition von X und {W1,W2} eine P2 -Partition von X'.

Dann hat X die in Lemma 7.13. beschriebene Struktur.

Sein = 1. Dann ist |Vi N Wj|= 2 fir alle i,j € {1,2}. Man Uberlegt sich leicht, daR X dann

der Kubus K3 oder der Komplementargraph des Kuben K3 ist. Also ist dann |Au(X)| = 6,

was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Sei 2<n < 6.

a) Die Mengen V1 und W1 seien Blécke von A(X).

Dann sind auch die Mengen ViNW,; (i,je{1,2}) Blécke von A(X). Sei 0.B.d.A. ueViNWa.
Sei xe V1 N Wa2. Zu jedem y € € V1 N W2 gibt es nun ein ¢e A(X), so dal’ ¢(x) =y ist.
Jede der Mengen Vi N W; bleibt unter ¢ stabil. Sei g die Abbildung, die aus ¢
entsteht, wenn man ¢ auf der Eckenmenge (V1 N W1) U (V2 N W2) durch die Identitat
ersetzt. Man Uberlegt sich leicht, da? dann g € Au(X) ist. Da |[V1 N W2|= 2n ist, ist
|Au(X)|Z 2n, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

b) Die Menge V1 sei kein Block von A(X). Sei @ € A(X), so dal3 ®[V1] & {V1, V2} ist. Sei
Ui = ®[Vi] fur i=1,2. Fur i,j,k € {1,2} sei Dix = Ui N VN Wk. Ist i € {1,2}, so sei i‘ € {1,2},
so daf {i,i'} ={1,2} ist. Die Menge Ui N V; = Diz U Dijz ist nicht leer. Sei 0.B.d.A
Diir # @ und x € Dijj1. Es ist: 2n = p(x,Vi N W2) = p(X,Dii2) + p(x,Dij2). Da p(x,Dij2) <
p(x,Ui) < nist, ist |Di2| = p(x, Dij2) = n. Di2 # @ ist, ergibt sich analog, daf? |Dii| = n ist.
Da |V(X)| = 8n ist, ist |Dik| = n. Sei x € Dik. Dann ist N(x) = Dik U Dijk U Dijk. Der in
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naturlicher Weise definierte Graph, dessen Ecken die Mengen D, sind, ist der Kubus
Ks. Fur i,j,k € {1,2} sei Xik = X|pik. Dann sind die Graphen Xik isovalente Graphensk
gleicher Valenz mit jeweils n Ecken. Da n < 6 ist, ist A(Xiik) transitiv auf V(X). Sei
0.B.d.A. u € D111. Dann ist: |[Au(X) | 2 [Au(D111) | * N|A(Dik)| 2 7n, was ein Widerspruch
zur Voraussetzung ist.

c) Die Menge W1 sei kein Block von A(X). Betrachtet man den Graphen X, so erhalt
man, wie im Fall b) dal? |Au(X)|=]Au(X")] ist, was ein Widerspruch zur Voraussetzung
ist.

Da sich in jedem der Félle a),b),c) ein Widerspruch ergibt, ist X € Pmn oder X’ € Pmn:

7.15. LEMMA:

Sei X = X(G,H),. und seien m,ne N, wobei m = 2 sei. Besitzt X keine Pmn-Partition, so

ist X in der Klasse Nm,n.

Beweis:

Sei X &€ Pmn. Sei G1 > G, so dafd G1:G =mist. Sei Y = X(G1,H1), sodaR Hin G =H und

|H1 n XG|< nist fur alle xe G1- G. Sei {bo,bs,...,bm-1} ein Reprasentantensystem der

Linksnebenklassen von G in Gi1, wobei; 0.B.d.A. bo = e sei. Seien i,j € {0,1,....,m-1}, SO

dal3 i # ] ist. Sei x ebiG. Dann ist im Graphen Y:

P(X,biG) = I xH1 N biG| = [H1 N x*bjG|<n, dawegeni#| x'bje G1 -G ist.

Also ist T = {boG,b1G,...,bm-1} eine Pmn-Partition von Y.

Sei angenommen, dal3 G unter A(Y) nicht stabil bleibt. Sei ®e Ae(Y), so dal

V:=0®[G] # Gist. Sei Z = Y|v.

Dann bilden die Mengen V N biG (0<ism-1) eine Pmn-Partition von Z.

Da X und Z isomorph sind, folgt daraus, daf3 X im Widerspruch zur Voraussetzung eine

Pmn-Partition besitzt. Also bleibt G unter Ae(Y) stabil. Daraus folgt nun, daf? X € Nmn ist.

7.16. LEMMA:

Sei G eine Gruppe und n € N.

1) Ist o(G) >8n, so ist G € N2

2) Ist 0(G) 210n, so ist G €Nsn

3) Ist 0(G) 214n, so ist G €Nan

4) Ist 0(G) 2 4mn, so ist G € Nm,n (Mm=5)

5) Ist o(G) 28 und ¢(G) < 6, soist G € N21

6) Ist 0(G) = 8n und ¢(G) < 2n,.s0 ist G € N2 flr 2<n<6.
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Beweis:
Sei X = X(G,H) eine MRR von G. Dann ist auch X’ eine MRR von G
Um zu zeigen, dal3 G € Nmn ist, genlgt es nach Lemma 7.15. zu zeigen, dafl3 X € Pmn
oder X’¢& Pmn ist.
Die Aussagen 1) - 4) der Behauptung folgen nun unmittelbar aus Satz 7.12. Die
Aussagen 5) und 6) folgen aus Lemma 7.14. und der Aussage 1) der Behauptung.
7.17. SATZ:
Sei G eine Gruppe, und seien n,m € N, wobei m =4 sei.
1) Ist o(G)> 8n, soist G € S2;n= Q20 =R2,n = N2in
2) Ist o(G) 2 10n, so ist G € R3n = S3n=Q3n
3) Ist o(G) =24n, soist G € QOmn
4) Ist 0(G) 28 und ¢(G) < 6, so ist Ge S21.
5)Ist o(G) 2 8n und ¢(G) <2n, soist G € Son flir2<n <6
Beweis:
Die Aussagen 1), 2), 4) und 5) der Behauptung folgen unmittelbar aus Lemma 7.16.
Wir beweisen die Aussage 3). Sei 0(G) = 4n Sei X = X(G,H) eine MRR von G. Dann ist
auch X' = X(G,H) eine MRR von G. Sei 0.B.d.A. angenommen,
daB |H| = |H’| ist. Dann ist 2IH| < |H| + |H'| = o(G) -1. Also ist [H| < 72 o(G) - 1.
Daraus folgt, daf3 gilt: o(G) - Y2 B(H) = %2 o(G) - |H| = Y2 o(G) + ¥2> 4n.
Aus Lemma 7.7. folgt nun, daf3 X € Qmn ist. Also ist G € Qmn.

8. Die Automorphismengruppe der erweiterten Graphen

8.1. SATZ:

Sei X = X(G,H). Sei G1 Obergruppe von G und {bo, bo,bs,...,bn-1} €in
Reprasentantensystem der Linksnebenklassen von G in Gi, wobei 0.B.d.A. bo = e sei.
Sei Y = X(G1,H1), so daR HiN G = H ist, und G unter Ae(Y) stabil bleibt.

Sei K = Hi- Hund | ={0,1,...,m-1}. Fir i,je | und xe G sei definiert: Mjj(x) = bitbjxK N G.
Sei ®e S(Ga).

Genau dann ist ®e Ae(Y), wenn es

i) eine Permutation a von | mit a(0) =0

i) ein Tupel (ai)) mit ai € G und ao = e und

i) ein Tupel (®i) mit ®i eAe(X) gibt, so dal

1) fur alle ie | und alle xe G gilt: ®(bix) = bag ai Pi(x) und
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2) fur alle i,j € I miti > j und alle xeG gilt: aiPi[Mij(x)] = Mag)ag))(@Pj(X))

Beweis:
A) Sei ®e Ae(Y). Da G unter Ae(Y) stabil bleibt, bilden die Mengen biG (i €l) nach
Lemma 7.1. ein vollstandiges Blocksystem von Ae(Y).
Sei a € S(I) definiert durch a(i) = j, wenn ®(bi) € bjG ist.
Fur iel sei ai = b ag1®(bi) und ®i= byilc.
Dann istaie G fur alle i el und ao = e, und ®i € Ae(X) fiir alle i «l.
Istielund x eG, so ist ®(bix) = ®(bi) Pui (X) = bag) ai Pi(x). Also ist Bedingung 1) erfiillt.
Da Hi und H unter Ae(Y) stabil bleiben, bleibt auch K unter Ae(Y) stabil.
Nach Lemma 3.10 ist dann fur alle xe G und alle jel: ®[bjxK] = ®(bx)K. Da fir alle i€l
gilt: ®[biG] = ba)G, gilt fur alle i,j € 1 und alle xeG: ®[bxK N biG] = ®(bjx) K N ba(;)G.
Daraus folgt, daf3 gilt:
®[biMij(X)] = bapaj®j(x)K N ba®G und bapaj®i(x) [Mij(X)] = baiM agag( ajPj(x))

Also ist Bedingung 2) erfullt.
B) Es gebe eine Permutation a von | und Tupel (ai) (iel) und (®i) (i€l), so dal3 die
Bedingungen 1) und 2) der Behauptung erfullt sind. Seien u,v € V(Y) = Gi1. Dann gibt es
Elemente x,y € G und i,j €l mit i2j, so dal’ {u,v = {bix, bjy} ist.
Es ist nun wegen Bed. 1: ®([u,v]) = ®([bjx, bjy]) = [bagaiPi(x), bagpaiPi(y)].
a) Isti=j, soist: {u,v € E(Y) © x1y e Hund ®([u,v]) € E(Y) © ®i(y) edi(x)H.

Da ®ieAe(X)=A(G,H) ist, ist y exH © ®i(y) e ®@i(x)H. Also ist [u,v]eE(Y) © P[u,v]eE(Y).
b) Sei i> . Dann ist: [u,v] € E(Y) ©bix € biyK & Mj(y)

und ®fu,v] e E(Y) & ........ & x € Mji(y)) © [u,V] € E(Y). Also ist ® € Ae(Y).

8.2. SATZ:

Sei X = X(G,H). Sei G1=<G,b> Erweiterung von G durch die Gruppe Zm, m22. Sei {c,3}
das zu b gehérende Parametersystem. Seil={i| 0 <i<m-1}. Sei Y = X(G1,H1), so daf}
Hi N G =H ist, und G unter Ae(Y) stabil bleibt. Sei K=Hi1 - H oder K= G1 - (H1UG).
Fir -(m-1)< i < m-1 sei Mi = b'KNG. Sei ® €S(G ). Genau dann ist ®e Ae(Y), wenn es
I) eine Permutation a von | mit a(0) = 0.

i) ein Tupel (ai ) mitai € G und ao = e und

i) ein Tupel (®i) mit (Pi € Ae(X) gibt, so dald

1) fiir alle iel und alle x € G gilt: ®(bix) = b0 a;d;(x) und

2) fur alle i,j €l mit i> j und alle xeG gilt: aj®j[BX(x)M«] = B'(aj) B' Pi(x) M
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wobei k =i-jund | =a() - a() ist.

Beweis:

Wir benutzen Satz 8.1. Die Menge {b' | i €l} ist ein RS der Nebenklassen von G in Gu.
Damit erhalt man:

Mij(x):= bbl xK N G = BH(x)( BH) K N G) = BH(x) Mij = B¥(X) Mk und

Mayag) (8 Pi(x)) = BH(@®i(x)) (b*K N G) -= B! (aj®i(x)) M.

Also ist die Bedingung 2) der Behauptung unter den gemachten Voraussetzungen
aquivalent zur Bedingung 2) von Satz 8.1. Die Behauptung folgt nun aus Satz 8.1.

8.3. LEMMA:

Sei X = X(G,H). Sei G = <G,b> Erweiterung von G durch die Gruppe Z-.

Sei {c,B} das zu b gehérende Parametersystem. Sei N C G, so daf3 eeN ist.

SeiM =N U c1p?1[N?]. Sei K=bM und K'=b(G - M).

Sei Y einer der Graphen X(G1,H U K), X(G1,HU K'), X(G1,H" UK) und X(G1,H'U K").

G bleibe unter Ae(Y) stabil. Sei ®e S(Gai).

Genau dann ist ®e Ae(Y), wenn es ein aeM und Elemente ®o,P1e Ae(X) gibt, so dal fir
alle x € G gilt:

1) d(x) = Po(x), D(bx) =ba ®1(x) und 2)a P1[(X)M]= BPo(X)M.

Beweis:
Wir benutzen Satz 8.2. mit m = 2. Da a(0) = 0 ist, ist a(1) = 1. Es ist M1 =H.
Es ist nun klar, daR® die Bedingungen 1) und 2) aquivalent zu den Bedingungen 1) und

2) von Satz 8.2 sind. Damit ist alles gezeigt.

8.4. LEMMA:

Sei ne N. Sei X = X(G,H), so dalR Ae(X) = Aut(G,H) und X € Rz ist.

Sei G = G,b)> Erweiterung von G durch die Gruppe Z2und {c,B} das zu b gehdrende
Parametersystem. Sei NCG, so daB e € N ist, und M =N UcBLN1]. Sei Hi=H UbM.
Ist IM| =n, so ist genau dann ¢(Gz1,H1) =1, wenn es zu jedem Tripel (®,W,a) mit
®,WeAe(X) und aeM auper dem Tripel (1,1,e) ein x €G gibt, so daf3

adB(x) P[M] # BW(X) M ist.

Beweis:
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Sei [M|< n. Dann bleibt G unter Ae(Y) stabil. Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar

aus Lemma 8.3.

8.6. SATZ:

Sei X = X(G,H) aus der Klasse R2,1. Sei G = <G,b> semidirektes Produkt von G mit Z2,
wobei b? = e und B der von b auf G induzierte Automorphismus ist. Sei Y=X(G1,H U {b}).
Dann ist Ae(Y) Ae(X) NB-1Ae(X) B.

Beweis:

Nach Voraussetzung bleibt G unter Ae(Y) stabil.

Ist ® € Ae(Y), so sei D1=p|c und Po=P|c. Wir benutzen Lemma 8.3. mit M = {e}.

Da a:= bld(b) = e ist, gilt nach Lemma 8.3.: ®13(x) = B do(x) fiir alle x € G.

Sei U =Ae(X) N BLA (X)B. Esist nun @1 =B 1dof und ®o = B1d1B € U.

Sei€: Ae(Y) — U, ®+— ®o. Dann ist € ein injektiver Homomorphismus. Man tberlegt

sich leicht, dal3 € surjektiv ist. Also ist € ein Isomorphismus. Damit ist alles gezeigt.

8.7. Folgerung:
Sei X = X(G,H) aus der Klasse R2,1. Sei G1 = G xZ2, wobei Z2> = <b> ist.
Sei Y = X(G1,H U {b}). Dann ist Ae(Y) = Ae(X) und deshalb c(G1,H1) = c(G,H).

8.8. Folgerung:

Sei X = X(G,H) aus der Klasse R2,1 und Ae(X) = {1,a}. Sei G1 = <G,b> semidirektes
Produkt von G mit Z2, wobei b = e und 8 der von b auf G induzierte Automorphismus ist.
Sei Y = X(G1,H U {b}). Ist dann aff # Ba, so ist Y eine GRR von Gi.

Beweis:
Nach Satz 8.6. ist Ae(Y) = Ae(X) N B1Ae(X)B. Sei B1ap # a.
Dann ist Ae(Y) = {1} und deshalb Y eine GRR von G.

8.9. LEMMA:

Sei X = X(G,H). Sei G = <G,b> Erweiterung der Gruppe G durch Zm, m = 3.

Sei {c,B} das zu b gehérende Parametersystem. Sei M C G, so dal} ee M ist.
Sei K=bMU M1b?lundK' = (G Ub?G)-K. Seil ={0,1,..,m-1}.

Sei Y einer der Graphen X(G1,HUK), X(G1,H UK"), X(G1,H'U B), X(G1,H' U K").
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G bleibe unter Ae(Y) stabil. Sei PeS(Ga).
Genau dann ist ® € Ae(Y), wenn es
i) zu jedem i € | ein ai € G gibt, wobei ao = e ist, und
ii) zu jedem i €l ein ®; €A (X) gibt,
so daf3 fur alle i €l und alle xe G gilt:
A i) ®(bix) = b aj di(x)
i) ai+1P i+1[B(X)M] = B(ai)BDi(x) M
i) am-1 ® m-1 BcxM2] = B [ct Do(X)M].
oder
B i) ®(bix) = b ai ®i(x)
i) ai+1Pi+1[B(X)M] = Baidi(x)M]
iii) ) am-1 Pm-1 BcIxM1] = BPo(x)M
Beweis:
Wir benutzen Satz 8.2. Mit den Bezeichnungen von Satz 8.2 ist:
M1 =M, M1 = cMm-1 = BY[M1] und Mi = @ furr 2<ism. Aus der Struktur des Graphen Y
folgt nun, dal gilt: a = 1|i oder a(i) = m-ifur allei € I. Seieni,jelund seik =i -j.
Dann ist I:= a(i) - a(j) = k, wenn a = 1]iist, und | =-k wenn a # 1] ist.
Wir betrachten Bedingung 2) von Satz 8.2. Seien i,j el miti>j. Ist2<i-j<m-2, so ist
Mk = Mi = @. Also ist die Bedingung 2) in diesem Fall trivial.
Es bleiben also nur noch die Falle i = j+1 und i=m-1, j = ??
a) Ist a=1, so ist
Ali) aquivalent zu Bed.1) von Satz 8.2. und
Aii) aquivalent zu Bed. 2) fur i = j+1.
b) Ist a # 1, so ist Ai) &quivalent zu Bed. 1) von Satz 8.2. und Aii) aquivalent zu Bed. 2)
fur i = j+1. Man rechnet leicht nach, daR3 Aiii) aquivalent zu Bed. 2) firi=m-1, j = 0 ist.
Damit ist gezeigt, dal3 die Bedingungen A) und B) gemeinsam aquivalent zu den

Bedingungen 1) und 2) von Satz 8.2. sind. Die Behauptung folgt nun aus Satz 8.2.

8.10. LEMMA:

Sei X = X(G,H), so dal3 Ae(X) = Aut(G,H) ist. Sei G1 = <G,b> Erweiterung von G durch
Zm, m 2 3. Sei {c,B} das zu b gehérende Parametersystem. Sei MC G, so dal} eeM ist.
Sein = |M|.

1) Zu jedem Tripel (®,W,a) mit ®,We Ae(X) und aeM, auPer dem Tripel (1,1,e), gebe es
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ein X € G, so dal3 gilt: adB(X)P[M] # B W(x) M
2) Zu jedem Tripel (®,%,a) mit ®,We Ae(X) und ae B[M?] gebe es
ein xeG, so daR gilt: adB(x)P[M] # B W (x) BLM1].

Ist dann X aus der Klasse Sm,n, so ist ¢c(G1) = 1.

Beweis:

Sei X € Smn. Sei K = bM.

Ist Xe Qmn, so sei Y = X(G1,HU (bG - K) U (b1G - K1)

Ist X € Rmn, sosei Y = X(G1,HU K U K%)

Dann ist G unter Ae(Y) stabil. Wir beziehen uns auf Lemma 8.9.

Ist ® eAe(Y) und ®(b) € K, so sei a = b1d(b), ®1 = Pp und Po = Plc.

Aus Bed. Aii) von Lemma 8.9. folgt dann miti= 1, daf gilt: a®1B(x)P1[M] = BDoM flir
alle xeG. Also ist unter den gemachten Voraussetzungen a = e und ®1 = ®, = 1. Dann
ist aber ® = 1. Ist ®e Ae(Y) und ®(b) € K1, so sei a = bd(b), ®1 = dp|c und Po = Dfc.
Aus Bed. Bii) von Lemma 8.9. folgt dann miti = 1, daf3 fur alle x € G gilt:
ad1B(X)P1[M] = B1do(x) B1[M1]. Das ist aber unter den gemachten Voraussetzungen
nicht moglich. Also ist Ae(Y) = {1}.

8.11. SATZ:

Sei X = X(G,H) aus der Klasse Sm,1, m23. Sei G = <G,b> Erweiterung der Gruppe G
durch Zm. Sei {c,B} das zu b gehérende Parametersystem.

Ist X €Qm,1, S0 sei H1 = (H U bG UbG) — {b,b1}. Ist X eRm,1, so sei H1 =H U {b,b}.
Sei B1 = Ae(X) N Ac(X) und B2 = (®eAe(X) | d(c)=c? }.

ISt No<jem—1 B'B1B = {1} und Ny<jcm—1 B'B2P' = @, so ist c(G1,H1) = 1.

Beweis:

Die Menge G bleibt unter Ae(Y) stabil. Also ist ®(b)e{b,b} fiir alle ® eAe(Y).

Aus Satz 3.16. folgt nun:

Ist ®(b) = b, so ist d(b") = b fur alle ieZ.

Ist d(b) = bl so ist ®(b') = b fur alle ieZ

Ist e Ae(Y), SO sei ® = Opiilc (0<i<m-1).

Ist ®(b) = b, so ist ®i eBs fur alle .

Ist d(b) = bl so ist ®; € B2 fir alle i.

Wir benutzen Lemma 9.10. EsistM ={ejundai=eflralleiel.

Sei ® € Ae(Y) und es gelte
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a) Ist d(b) = b, so folgt aus Aii), daR fir alle x € G: ®i+1B(x) = B2(x) ist.

Also ist ®i+1(X) = BIdiR(x) fur alle i. Dann ist ®i = BdoB und o = BDip!.

Also ist o € Ng<i<m—1 B'B1P". Dann ist do= 1.

b) Ist d(b) = b%, so folgt aus Bii), daR fir alle xeG: ®i+1B(x) = B1di(x) ist.

Also ist ®i+1= B1diB-1(x) fur alle i.

Dann ist ®; = B1doB und ®o = B'®i B' € Ng<j<m—1 B'B2P.

Das ist aber nicht mdglich, da die letzte Menge nach Voraussetzung leer ist. Damit ist

alles gezeigt.
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8.12. Bemerkung:

Ist Ae(X) = Aut(G,H), so gilt auch die Umkehrung der Aussage von Satz 8.11. und es ist:
c(G1,H1) = n*|No<icm—1 BB1B' |, wobei n=1 ist, falls D:=Ng<j<m_1 BB1B = Dist,und n =2
ist, falls D # @ ist.

8.13. SATZ:
Sei X = X(G,H) aus der Klasse S22 und Ae(X) ={1, a}. Sei G1 = <G, b> eine Erweiterung
von G durch Zz. Sei (c,B) das zu b gehérende Parametersystem.
Ist dann:
i) c?# e oder B%# 1
i) a(c) #c oder afa # B
iii) a(c) # ¢t oder aBa # BL
so ist der Graph Y = X(G1, H U {b,b™'}) eine GRR von G.
Beweis:
Wir benutzen das Lemma 8.4. Da |Ae(X)|=2 ist, ist Ae (X)=Aut(G,H) nach Folgerung 3.8.
Sei N = {e}. Dann ist M = {e, c¢1}.
Es ist zu zeigen, dal3 es zu jedem Tripel (®,W,a)# ( 1,1,e) mit ®,W¥ € {1,a} und aeM ein
x €G gibt, so daf? gilt:
BY(x™) a ®B(x) P[M] # M. *)
Nach Satz 3.16. ist d(c) = W(c) = ¢, wenn a = e ist und ®(c)=¥(c)=ct, wenn a =c?tist.
I) Seia =e. Dannist d(c) = W(c) =c.
a)®=1,¥Y=aq. Sei Ba(x1)B(x) M = M fir alle x € G.
Dann ist a(x)x*{e,c'}= {e,c}. Dann ist a(x) € {x,cx} fur alle x G. Daa # 1 ist, ist c®> =e.
Nach Lemma 6.20. ist dann ce Z(G), d.h. B? = 1. Das ist aber nicht moglich.
b) ® = a,W = 1. Sei Ba(x)B(x) M = M fiir alle x € G. Dann ist a(x)x{e,c}= {e,c1}.
c) ® =Y =a. Sei Ba(xH)B(xX) M = M fir alle x € G.
Dann ist x*aBap-1(x){e,c'}={e,c1}.
Da a(c) = cist, ist 3:=aBap™ # 1. Also ist 5(x) € {x,xc} und ¢ = e. Nach Lemma 6.20. ist
dann c € Z(G), d.h. B? = 1. Das ist aber nicht mdglich.
II) Seia=c? Dannist ®(c) =¥ (c) =ct.
a) d=W=1. Sei B(xHcB(x)M = M fiir alle xe G. Dann ist x*cx{e,c'}={e,c'} und c? = e.
Also ist x1cx = ¢ flr alle xe G. Dann ist ce Z(G), was nicht mdglich ist.
b) ®=1. W= a. Sei Ba(x)cB(x) M = M fir alle x € G. Dann ist a(x?)cx {e,c'} = {e,c!}

und es gilt: c? = e und a(c) = c. Es ist a(x) € {cx,cxc} fur alle x. Also ist B?a(x) € {xc,x} fiir
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alle xe G. Da nun aBa # B ist, ist B2a # 1. Nach Lemma 6.20. ist dann ¢ €Z(G), was nicht
maoglich ist.

c)d=a, ¥ =1. Sei xcta(x) a[M]= M fur alle x € G. Dann ist x'c a(x) {e,c }= {e,c},

da c? = e und a(c)=c ist. Es ist a(x) € {cx,cxc} fur alle x € G. Genau wie im Fall b) ergibt
sich ein Widerspruch.

d) ® =W = qa. Sei Ba(xt)clap(x) a[M] = M fir alle x € G. Dann ist x'ctapap(x) {e,c} =
{e,c} fur alle x € G,da a(c) = ctist. Dann ist aBaB2(x) = cxc? fir alle x € G. Dann ist
apap = 1, was nicht moéglich ist. Also gibt es zu jedem Tupel (®,W,a) # (1,1,e) einx €
G, so daR (*) erfillt ist. Aus Lemma 8.4. folgt nun, daR c(G1) = 1 ist.

8.14. SATZ:
Sei n =23 eine ungerade Zahl. Sei X = X(G,H) aus der Klasse Rn,1 und Ae(X) = {1,a}.
Sei G1 = <G, b> eine Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe Zm.
Sei {c, B} das zu b gehérende Parametersystem.
Ist Xe Qm,1,s0seiHi=(H U bG U b1G)-{b,b}. IstXeRmz1, soseiHi=H U {b,b2}.
Ist dann:
i) c># e oder B2 # 1 ii) a(c) # c oder aBa # B iii) a(c) # ctoder aBa # B
so ist ¢(G1,H1) = ¢(G1) = 1.
Beweis:
Wir benutzen Satz 8.11. Sei C1= Ny<i<m—1 B'B1B' und C2 = Ny<i<m—1 B'B1P".
1) Ist c? #e, so ist C2 CB C {a}.
Ist B2 #1, so ist C2 C{a}, da aus B? = a folgt, B* = 1, was nicht méglich ist,
da ggT(n, o(B)) #1 ist. Also folgt aus i), dal3 C2 C {a} ist.
2) Ist a(c) # ¢, so ist C1={1}. Ist aBa # B, so ist C1={1}. Also folgt aus ii), dal3 C = {1} ist.
3) Ist a(c)# ct, soist C2 CB2 C {1}. Ist aBa = B, so ist C2C{1}, da aus Bap=1 folgt
B4 =1, was nicht moglich ist, da B#1 ist. Also folgt aus iii), daf® C2 C {1} ist. Aus i)
und iii) folgt nun, dal3 C2 = Q ist. Aus Satz 8.11. folgt nun, daf3 ¢(G1) = c(G1,H1) =1

ist.
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9. Der Hauptsatz uber Erweiterungen von Gruppen, die eine
GRR besitzen.

9.1. LEMMA:

Sein e N. Sei X = X(G,H), so dal3 ¢(G,H) =1 und X € Rz ist. Sei G1 = <G,b>
Erweiterung von G durch die Gruppe Z2 und {c,3} das zu b gehdrende
Parametersystem.

Sei N cG, sodaR e € Nist,und M =N U ¢c3"1 [N2]. Sei H1 = H ubM.

Ist [IM|< n, so ist genau dann c(G1,H1) = 1, wenn es zu jedem a € M - {e} ein xe G gibt,
so daf3 xtax M # M ist.

Beweis:

Sei n € N. Unter den gemachten Voraussetzungen ist Ae(X) = 1. Die Behauptung folgt

nun aus Lemma 8.4.

9.2. LEMMA:
Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1 und Ge S2.1. Die nichtabelsche Gruppe G sei

semidirektes Produkt von G mit Z2. Dann ist ¢(G)=1.

Beweis:

Da Ge S2.1 ist, gibt es nach Lemma 7.5. eine GRR X=X(G,H) von G aus der Klasse R2.
Seib*G-G,sodalB b=-eist. Sei Y = X(G, H{b). Nach Satz 8.6. ist dann Ae(Y) = Ae(X)
={1}. Also ist c(G )=1.

9.3. LEMMA:

Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1 und G € S2.2. Die nichtabelsche Gruppe G1 sei
Erweiterung von G durch Z2. Es gebe ein b G1 - G, so daR b? ¢ Z(G) oder b* #e ist.
Dannistc(G) = 1.

Beweis:

Da GeS2,2 ist, gibt es nach Lemma 7.5. eine GRR X=X(G,H) von G aus der Klasse R22.
Sei beG1-G, so daB b? ¢ Z(G) oder b* #e ist. Sei {c,R} das zu b gehdrende
Parametersystem. Dann ist c?# e oder 3% 1. Sei H1 = H U {b,b*} und Y = X(G1,H1).
Wir verwenden Lemma 9.1. Es ist M = {e,c'}. Es ist M - {e}= {c'}. Sei angenommen,
dan fir alle xe G gilt x*c'xM = M. Dann ist {x1c'1x, x"*c'lxc} = {e,c!} fir alle xe G.
Mit x = e folgt insbesondere, daR c? = e ist. Da ¢ #e ist, ist x1cx = ¢ fir alle x G.

Also ist R2(x) = cxc = x fur alle x € G. Daraus folgt, daR 32 = 1 ist.



64 9. Der Hauptsatz Uber Erweiterungen von Gruppen, die eine GRR besitzen.

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Also gibt es ein xeG, so daB x*cxM # M ist. Nach Lemma 9.1. ist dann ¢(Gz1,H1)=1.

9.4. LEMMA:

Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1 und Ge S2.4. Die nichtabelsche Gruppe G1 sei
Erweiterung von G durch Zz. Fir alle b €G1 - G sei b? € Z(G) und o(b) = 4.
Dann ist ¢c(G) = 1.

Beweis:
Da GeS2.4 ist, gibt es nach Lemma 7.5. eine GRR X=X(G,H) von G aus der Klasse R2,4.
Seib e G1- G und {c,} das zu b gehdrende Parametersystem. Dann ist ¢ € Z(G),
o(c)=2und B?=1.Ist R =1, so ist G nichtabelsch.
Sei dann ae G-Z(G) und b' = ba. Der zu b' gehérende Automorphismus 3" ist dann # 1.
Also kann man 0.B.d.A. annehmen, dal3 3# 1 ist. Da ¢(G) = 1 ist, ist nach Bemerkung
2.11 ao(G) = 1. Also gibt es ein geG1 - G, so daf (g) € G - {g,g™} ist. Wir benutzen
Lemma 9.1. Sei N = {e,g}. Dann ist M = {e,g,c,c3(g?)} und H1 = H U {b,bg,b?,(bg)*}.
Es gebe ein aeM — {e}, so daR fir alle xe G gilt x*ax M = M.
Dann ist insbesondere aM = M.
1) Ist a= g, so ist {g?,g,c,cR(g?)} = {e,c,cR(g)]=:T1.

Da g #c, g #e und g # 3(g?) ist, ist gc & T1.
2) Ista =c, soist {cg, B(g?) = {g,cR(g!)=:T2.

Da c #e und g # B(g™?) ist, ist gc & To.
3) Ist a = cR(g™), so ist {cR(g)g, R(g™), B(g?)} ={e,g,c} =: Ta.

Da g #e, R(g)# gund g # cist, ist B(g?) & Ts.
Also ist fur alle a e M —{e}: aM # M. Nach Lemma 9.1 ist dann ¢(G1,H1) = 1.

9.5. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (12.3) = DH(6) durch die Gruppe Zo.
Dann ist ¢(G1) = 1.

Beweis:

Es ist 0(G1) = 24. G ist keine GDC-Gruppe und nicht die Gruppe (24.7) = QxZs.

Aus Tabelle 3 entnimmt man nun, dafd ¢c(G) = 1 ist. Man rechnet Gibrigens leicht nach,
dafd G eine der Gruppen (24.5)=GDH(6,2), (24.10) = DH(12) und (24.13)= GDCH(6) ist.

9.5b. LEMMA
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (14.2) = DH(7) durch die Gruppe Zo.
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Dann ist ¢(Gz) = 1.

Beweis:

Esist o(G1) = 28. G1 ist keine GDC-Gruppe. Nach Tabelle 3 ist dann G die Gruppe
(28.3) = DH(14). Nach Lemma 14.6. ist dann ¢(G ) = 1.

9.6. LEMMA:
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (16.6) = GDH(4,2) durch die Gruppe Z>.
Dann ist ¢(G1) = 1.
Beweis:
Nach Lemma 14.10. ist ¢(G) =1 und Ge S22
) Ist die Erweiterung semidirektes Produkt von G mit Z2, so ist ¢(G)=1 nach Lemma 9.2.
II) Gibt es ein b € G1-G, so daR b%eZ(G) oder b*#e ist, so ist ¢(G ) = 1 nach Lemma 9.3.
1) Sei also b? € Z(G) und o(b) = 4 fur alle b € G1 - G.
Esist nun: G =<a,s,d|a*=s?=d®=¢e, dad = a*> und Z(G) = {e,s,a’s,a?} =~ Z22.
Die Orbits von Aut(G) sind: O1 = d<a,s>, Oz ={a,a?,as,a's}, Os= {s,a’s}, O4 = {a?}.
Sei b € G1 - G und {c,R3} das zu b gehdrende Parametersystem.
Sei 6:G — G, x — B(X)x und D = <c, §[G]>.
Nach Lemma 6.11. ist dann D = Z(G) und Z(G) bleibt unter 3 fest.
Da d(d) € Z(G) ist, ist B(d)e {d,ds,da’s,da?}. Da & (a) € Z(G) ist, ist R(a) € {a,as,a’s,a’}.
Durch Wahl eines geeigneten b1 € {b,bd,ba,bda} kann man erreichen, dal3 fir den zu b
gehdrenden Automorphismus 31 gilt: B1(d) € {d,ds} und R1(a) €{a,as}. Da Z(G) auch
unter 31 fest bleibt, ist B1(s) = s.
Sei 01:G — G, X — B1(X)x.
1) Ist B1 =1, so ist §1[G] = {e,a?}. Dann ist b? € {s,a’s}.
Man kann 0.B.d.A. annehmen, daB b? = s ist. Dann ist:
Gi=<a,db|a*=d*=s?=¢, dad = a'>=DH(4) x Zs = (32.14)
und ¢(G1) = 1 nach Lemma 14.21.
2) Ist B1(d) = d und Ri(a) = as, so ist 81[G] = {e,s,a?s}. Also ist b? = a?. Dann ist:
G =<a,d,s,b| a*=d?=s? =g, dad = a?, b? = a?,blab=a> = (32.38), wie man leicht
Uberprift. Nach Lemma 14.32. ist dann ¢(G1) = 1.
3) Ist R1(d) = ds und R1(a) = a, so ist 81[G] = {e,s,a?}. Also ist b?= a?s. Dann ist:
G =<a,d,s,b | a*=d?=s? =e,b? = a’s,dad=a!, b-ldb= ds>

=<afd|a*=f=d?=e, dad = a?, dfd = fta?> = (32.39) (mit f = ba)



66 9. Der Hauptsatz Uber Erweiterungen von Gruppen, die eine GRR besitzen.

Nach Lemma 14.31. istdann c(G ) = 1.

4) Ist B1(d) = ds und Ri(a) = as, so ist 81[G] = {e,s,a?s}. Also ist b? = a2. Dann ist:
G=<a,d,s,b | a* =d? =s? =e,b? =a?,dad=a',blab=as, bldb=ds> = (32.46).
Nach Lemma 14.36. ist dann ¢(G1) = 1.

9.7. LEMMA:
Die Gruppe G sei Erweiterung der Gruppe G=(16.9) durch die Gruppe Z>. Dann ist c(G)
=1.
Beweis:
Nach Lemma 14.12.ist ¢(G) =1 und G € S2.2.
) Ist die Erweiterung semidirektes Produkt von G mit Z2, so ist ¢(G)=1 nach Lemma 9.2.
II) Gibt es ein be G1 - G, so dal b ¢Z(G) oder b* # e ist, so ist ¢(G )=1 nach Lemma 9.3.
1) Sei also b? € Z(G) und o(b) = 4 fur alle be G1 - G.
Esist nun G = <a,d| a* = d* = e, d'ad = a*d®>> und Z(G) = {e,a?d?,a?d?}.
Die Orbits von Aut(G) sind:
O1 ={a,al,d,d ! ad?a'd?a?d,a?d !}, O>={ad,ad*,a*d,a'd !}, Os={a?,d? }; Os={ ad?}.
Sei b € G1-G und {c,3} das zu b gehdrende Parametersystem.
Sei 6:G — G, x — B(X)x und D = <cd[G]>. Nach Lemma 6.11. ist dann D = Z(G) und
O[G]C Z(G). Da d(d)eZ(G) ist, ist R(d)e {d,d!,da?,d'a?}. Da d(a)eZ(G) ist, ist R(a) €
{a,al,ad?,a*d?}. Durch Wahl eines geeigneten b € {b,bd,ba,bad} kann man erreichen,
daR fir den zu b gehérenden Automorphismus R gilt: 3(d) € {d,d"'} und B(a) € {a,a}.
Da a und d im gleichen Orbit von G liegen, braucht man nur drei Falle zu unterscheiden.
Sei 01:G — G, X — B1(X)X.
1) Ist B = 1, so ist 81[G] = {e,a?,d?}. Also ist b1? = a?d?. Dann-ist:
Gi=<a,d,b|a*=d*=e, b?=2a%d? d'lad = a'ld>>
=<b,f,d | b*=f=¢, dfd = fb? >(mit f = ad ).= (32.16)
Nach Lemma 14.23. ist dann ¢(G1) = 1.
2) Ist B1(d) = d und Rz(a) = at, so ist 81[G] = {e,a?,d?}. Also ist dann b1? = a?d?. Dann ist:
Gi1=<a,d,b|a*=d*=e, b?=a%d? d'ad=a'd?blab=a’>
=<d,b,a | d*=b*=e, a? = d’b?,a'da=d'a?, aba=ba®>
=<d,b,f| d* =b* =2 =g, fdf = ab?, fbf = b1d? )> (mit f = ad)= (32.41)
Nach Lemma 14.34.istc(G ) = 1.
3) Ist B1(d) = d* und Ri(a) = a, soist 51[G] ={ e,a? d? }.

Man kann nun 0.B.d.A. annehmen, daR b1 = a2 ist. Dann ist:
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G =<a,d,b | a*=d* = e, b? =a?,dtad=a'd?blab=alb'db = d'>
=<d,b,a | d* =b* =e,a?=b?,a'da=d'a?,a*ba=ba?bdb=d*>
= <f,g,c,a| f*=g?=c? =e,a’=f?,a’'fa=f*,alga=gc>( mit f = ab, g = ad und ¢ = ad?)
= (32.37)

Nach 14.30. ist ¢(G ) = 1.

9.8. SATZ:([Im-Wa 1, Theorem 2])
Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1. Die nichtabelsche Gruppe Gi sei Erweiterung der
Gruppe G durch die Gruppe Z2. Dann ist ¢(G1) = 1.
Beweis:
1) Sei o(G) < 16. Dann ist G eine der Gruppen (12.3)=DH(6) oder (14.2)=DH(7)
(siehe Tabelle 3).
Ist G=DH(6), so ist ¢c(G ) = 1 nach Lemma 9.5.
Ist G=DH(7), so ist ¢(G ) = 1 nach Lemma 9.5b.
2) Sei 16 < 0(G) < 32. Nach Satz 7.17. ist dann G in Klasse S2..
Ist G1 semidirektes Produkt von G mit Z2, so ist ¢(G)=1 nach Lemma 9.2.
Gibt es ein b €G1-G, so daf3 b* # e oder b ¢ Z(G) ist, so ist ¢(G )=1 nach Lemma 9.3.
Fur alle b € G1 - G sei also b? € Z(G) und o(b) = 4.
Nach Lemma 6.11. ist dann Z»2? Untergruppe von Z(G) und o(G) = 4n, wobei n2 4
keine Primzahl ist. Also ist dann o(G) € {16,24}.
Ist o(G) = 16, so ist G eine der Gruppen (16.6) = GDH(4,2) oder (16.9), da dies die
einzigen Gruppen mit o(G) = 16, ¢(G) = 1 und Z2? <Z(G) sind (siehe Tabelle 3).
Ist G = (16.6), so ist ¢(G ) = 1 nach Lemma 9.6.
Ist G = (16.9), soist ¢(G ) = 1 nach Lemma 9.7.
Ist 0o(G) = 24, so ist G € S24 hach Tabelle 3. Dann ist ¢(G ) = 1 nach Lemma 9.4.
3) Sei 0(G)= 32. Nach Satz 7.17. istdann G € S24.

Dann ist ¢(G ) =1 nach Lemma 9.2. oder Lemma 9.3. oder Lemma 9.4.

9.9. SATZ:([Im-Wa 1,Theorem 3])

Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1. Sei n 23 eine ungerade Zahl. Die nichtabelsche
Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G durch die Gruppe Zn.

Dann besitzt G1 eine GRR.

Beweis:

Da c(G) =1ist, ist |G = 12.

Dann ist G sowohl in der Klasse R3,1 als auch in der Klasse Qn,1 fir n =5.
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Ist n = 3, so sei X = X(G,H) eine GRR von G aus der Klasse Rs3.1.

Ist n 25, so sei X = X(G,H) eine GRR von G aus der Klasse Qn,1.

Nach Lemma 6.10. gibt es ein b € G1 - G mit <G b> = Ga,

so daR fir das zu b gehérende Parametersystem {c,R} gilt: c? #e oder R? # 1.
Istn=3,so0sei K={b, b?}.Istn25, soseiK=(bG Ub'G)- (b, b}.

Sei Y = X(G1,H U K. Dann bleibt G unter Ae(Y) fest.

Sei ®e Ae(Y), so daB ®(b) = b ist. Dann ist nach Satz.3.16. auch ® (c) = c.
Da aber ¢ €G ist, und deshalb unter @ fest bleibt, ist c? = e.

Sei x €G. Dann geht die Kante [x,bR(x)] unter ® tber in die Kante [x, b1BR(x)].
Die einzige Ecke aus b1G, die mit der Ecke x verbunden ist, ist die Ecke b1R-%(x).
Also ist dann B(x) = R1(x). Da dies fiir alle x € G gilt, ist B2 = 1. Das ist aber ein
Widerspruch zur oben getroffenen Wahl von b. Also bleibt b unter Ae(Y) fest.
Da <G, b> =Gz ist, ist Y eine GRR von G1.

9.10. SATZ:([No-Wa 1, Theorem 1]), ([Im-Wa 1, Cor 2A])

Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1. Sei n= 4. Die nichtabelsche Gruppe G sei Erweiterung
von G durch Zn. Dann besitzt G1 eine GRR.

Beweis:

Da c(G) = 1 ist, ist |G| 212. Nach Lemma 7.17. ist dann G in der Klasse Qns.

Sei X=X(G,H) eine GRR von G aus der Klasse Qn;3. Sei beG1 - G, so dal} G = <G,b> ist.
Sei 3 der von b auf G induzierte Automorphismus.

Ist B =1, so ist G nichtabelsch. Sei dann u € G - Z(G) und b' = bu.

Dann ist der von b' induzierte Automorphismus 3" #1.

Man kann also 0.B.d.A. annehmen, daf3 3 #1 ist.

Da ¢(G) = 1 ist, gibt es ein geG, so dal B(g) € G - {g, g} ist.

Da |Gl 212 ist, gibt es ein h e G mit h € G - {e,g,9%,R8(g9),R(g1),R3(g),R(9)g }.

Sei K = {b, bg, bh}. Dann ist K1 = {b, b"*R1(g?), b"1R1(h)}

SeiHi=(H U bG U b'G) - (K U K1) und Y = X(G,Hz).

Dann bleibt G unter Ae(Y) fest. Sei ® € Ae(Y).

1) Ist ®(b) = bg, so ist {e,h} = {g?, gh}.

2) Ist ®(b) = bh; so ist {e,g} = {hg, h?}.

3) Ist ®(b) = b, soist {R1(g?), B1(h1)}={g, h}.

4) Ist ®(b) = (bg) *, so ist {e, BX(h)} = {B(g*)g, B*(g)h}.

5) Ist ®(b) = (bh) 1, soist {e, B} (g ™)} = {B1(h?1)g, BL(h?I)h}.
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In jedem der Falle ergibt sich ein Widerspruch zur Wahl von g und h.
Also ist @(b) = b fiir alle @ € Ae(Y). Da <G,b>= Gz ist, ist Y eine GRR von Gau.

9.11. SATZ:

Sei G eine Gruppe mit ¢(G) = 1. Die nichtabelsche Gruppe Gi sei Erweiterung von G
durch die Gruppe Zn, wobei n = 2 ist. Dann ist ¢(G) = 1.

Beweis

1)Istn=2,soistc(G) =1 nach Satz 9.8.

2) Ist n = 3, soist ¢(Gi) = 1 nach Satz 9.9.

3)Istn=4,soistc(G) =1 nach Satz 9.10.

Damit ist alles gezeigt.



70 [ll. DER CAYLEY INDEX DER ABELSCHEN UND DER GDC-GRUPPEN

lll. DER CAYLEY INDEX DER ABELSCHEN UND DER GDC-

GRUPPEN

Nach Folgerung 6.25. besitzen die abelschen Gruppen L mit exp(L) > 2 und die GDC-
Gruppen G keine GRR's.

Wir geben zunachst zwei Lemmas an, in denen hinreichende Bedingungen dafir
angegeben werden, dal? ein CG X eine ARR einer abelschen oder einer GDC-Gruppe

ist.

10.1. LEMMA: ([Im 4, Prop. 1.8])

Sei G eine abelsche Gruppe mit exp(G)> 2 oder eine GDC-Gruppe, aber keine GQ-
Gruppe. Sei X = X(G,H), Sei K C G, so daR gilt:

i) K=K1

ii) K bleibt stabil unter Ae(X)

i) Ae(X)|x = Auto(G)|x

Ist dann <K> = G, so ist X eine ARR von G.

Beweis:

Nach Satz 6.21. ist ao(G) = 2. Sei Auto(G) = {1,a}. Sei <K> = G. Wir benutzen Satz 3.14.
1). Ist G eine abelsche Gruppe, so ist Kz = <K1> <K2>= <K> = G.

2), Ist G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L, soist Kz C Lund K1 € G - L.
Ist x e Lund yeG - L, so ist yixy = x1. Also ist: Kz = <K1> <K2>= <K> = G.

Aus Satz 3.14. folgt nun in beiden Fallen, daf3 Ae(X) = Auto(G) ist.

10.2. LEMMA: ([Im-Wa 2,Prop. 2.11])

Sei G eine abelsche Gruppe mit exp(G) > 2 oder eine GDC-¢, aber keine GQ-Gruppe.
Sei X= X(G,H). Seien K,MC G, so dal gilt:

i) K=K?

i) K bleibt stabil unter Ae(X)

i) Ae(X)|k = Auto(G)|k

iV) @ € Ae(X) » PIK=1k = PM=1|m

Ist dann <M> = G, so ist X eine ARR von G.
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Beweis:

Nach Satz 6.21. ist ao(G) = 2. Sei Auto(G) = {1,a}. Sei <M> = G. Sei ® € Ae(X).

1) Ist Pk = alk, so ist ad|k = 1|x. Also ist dann ®(x) = (x) fur alle x € M.

2) Seiy € ML. Dann ist ® (y) = ®y(y?) 1. Da yleMist, ist dann ®y(y?) € {y* a(y)1}.
Also ist ®(y) € {y, a(y)}< M u M,

SeiM1=MuU M1,

a) Sei |k = 1|k. Seiy € M1 - M. Ist ®(y)=a(y) #y, soist aly) =y € M, was nicht
moglich ist, da ®|m = 1|m ist. Also ist ®(y) =y. Dann ist @|m1 = 1| m1.

b) Sei ®|k = alk. Sei x e Mund y € M - M. Nach 1) ist ®(x) = a(x).

Ist @ (y) =y # a(y), soist ®(y!) =a(y?) =y, was nicht moglich ist.

Also ist ®(y) = a(y). Dann ist ®|w1 = aju1. Die Menge Mz erflllt nun die Voraussetzungen

von Lemma 10.1. Also ist X nach Lemma 10.1. eine ARR von G.
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10. Der Cayleyindex der abelschen Gruppen

A) Die Gruppen Z2",n € N.

McAndrews gibt in [McA 1] ohne Beweis an, daf3 c(Z2") = 1 ist fir n =1 und n=5 und
c(Z2") 2 2 ist fur 2 =n< 4.

In [Im 2] beweist Imrich, diese Aussage fir n 2 8.

In [Im 3] gibt Imrich einen Beweis der vollstandigen Aussage von McAndrews an. Dabei
ist ihm jedoch bei Beweis der Aussage fur n =5 ein Irrtum unterlaufen (siehe
Bemerkung 10.9.).

10.3. LEMMA:

L=Z2=<ala?=e> Hi=@, H2={a} = c(L,H1) = c(L,H2) =1, X = X(L,H1) ist minimale
GRR von L.

Beweis:

Hi und Hz = H1’ sind die einzigen Cayleymengen von L. Sei Xi = X(L, Hi).

Dann ist X1 = E2 der kantenlose Graph mit 2 Ecken und X2 = Cz der vollstéandige Graph
mit zwei Ecken. Es ist klar, daf3 A(X1) = A(X2) = Z2 ist.

10.4. LEMMA:

L = Z»?2 =<a,bl a? = b? = e>, H1 = {a}, H2 = {a,b};

= ¢(L)=c(L,H1)= c(L,H2)=2, X=X(L,H1) ist minimale ARR von L.

Beweis:

Ho = @ und Hi = {a} sind Reprasentanten der C-Klassen.

Es ist c(L,Ho) = a(L,Ho) = 6 und c(L,H1) = a(L,H1). = 2. Hz ist komplementar zu Ha.
Sei X1 = X(L,H1). Dann ist X1 = C2 + C2 und X2 der Kreis mit 4 Ecken.

10.5. LEMMA:

L=2Z2°=<ab,c|a?=b?>=c?=e> H={ab,c};

= ¢(L) = c(L,H) = a(L) = 6; X = X(L,H) ist minimale MMR von L.
Beweis:

Ein RS der C-Klassen von L ist:

Ho=0 mit  c(L,Ho) = 7! =5040

Hi = {a} mit  c(L,H1) = 23*3!= 48 und a(L,H1)=24
H2={ab] mit c(L,H2)=2*16 =32 und a(L,H2) =16

Hs ={a,b,c} mit c(L,H3) =a(L,H3)=6

Der Graph X = X(L,Hs) ist der dreidimensionale Kubus Ks.
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10.6. LEMMA:

L=Z%=<ab,c,d|a?=b?=c?=d?=e>, H=][a,b,c,d,ab,ac,bd };

= c¢(L) = a(L) = ¢(L,H) = 8, X = X(L,H) ist minimale MRR von L.

Beweis:

Sei H eine CM aber kein CES von L.

Sei 0.B.d.A. U=<H U{e}> # L.

Dann gibt es einm e N mit 0 <m < 3, so daB U = Zx™ ist. Mit n = 24Mgilt dann nach
Lemma 2.12.:

c(G,H) 2 ¢(Z2")" (n - 1)! 2m(-1)

Istm =0, soistc(G,H) =15!>8

Istm =1, soistc(G,H)=>7!2>>8

Istm=2,s0istc(GH)=243!26>8

Istm =3, soist c(G,H) 2622%>8

Ein Computerprogramm.(siehe Anhang 2) ergab das folgende RS der C-Klassen der
CES von L und die dazu gehdrenden Werte :

i Hi a(L,Hi) [c(L,Hi)
1 (a,b c,d} =B 24

2 B U {ab} 12

3 B U {abc} 24

4 B U {abcd} 120

5 B U{ab, ac} 38 16
6 B U {ab, cd} 72

7 B U {ab, acd } 12

8 B U {abc,abd} 48

9 B U {ab, ac, ad ] 48

10 B U [ab, ac, bc} 24

11 B U [ab, ac, bd } 38 8
12 B U {ab, ac, bcd} 38 16
15 B U labc,abd,acd} 168

Sei Xi = X(L,Hi). Anhand, der Inzidenzrelationen priuft man leicht nach, daf} gilt:
<bc,abc> <bcd,abcd> € Ae(Xs) ; <bd,cd> <abd,acd> € Ae(X12) und dafd diese




74 10. Der Cayleyindex der abelschen Gruppen

Automorphismen die einzigen aus Ae(Xi) - {1} sind, die B fest lassen.
Also ist Ae(Xs)/Aut(L,Hs) = Ae(X12)/Aut(L,H12) = 2. Sei X = X(L,Ha1).
Abb. 1 zeigt den Graphen X®, Es ist Ae(X)|x»2) = Aut(L,Hs)|xw).

Man prift nach, dafd jedes ® € Ae(X), das Hs fest laf3t, auch G fest laf3t.
Also ist Ae(X) = Aut(L,Hs) nach Lemma 3.17.

10.7. LEMMA:

L=2Z"=<ai|a’=e.(1<i<5)>,

H «= {a1,a2,a3,a4,a5,a182,a1a3,a2a4,a4as5,818283, a283a4,a1a5}

= ¢(L,H) = 1, X = X(L,H) ist minimale GRR von L.

Beweis:

Eine systematische manuelle Bestimmung einer GRR der Gruppe Z2 ist wegen, der
grol3en Anzahl der zu untersuchenden CES und der grol3en Anzahl der
Automorphismen der Gruppe Z2° nicht méglich. Aus dem gleichen Grund erscheint
auch eine Bestimmung eines RS der C-Klassen der CES durch ein Computerprogramm
nicht moglich zu sein. Ein Computerprogramm mit sehr hoher Rechenzeit ergab das
folgende Resultat(siehe Anhang 2):

1) Fur alle CES H mit |H| = 11 ist a(L,H) = 2.

2) Fur das oben angegebene CES H mit |H| = 12 ist a(L,H)=1.

Wir zeigen nun, daf3 c(L,H) = 1 ist. Sei X = X(L,H). Abb. 2 zeigt den Graphen X|.

[}

o
|
|
|
|

A Y
193
Qy

Abbildung 2

Sei B = {a1,a2,a3,a4,as}. Dann folgt aus der Struktur des Graphen X®, daB die Menge B
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unter Ae(X) fest bleibt. Da <B> = L ist, ist X eine GRR von L.
Dal3 c(Z2") = 1 ist fir n"= 6 folgt nun aus Lemma 10.7. durch sukzessive Anwendung
von Folgerung 8.7. Die explizite Angabe einer GRR fur die Gruppen Z2",n=6, erfolgt in

dem folgendem Lemma:

10.8. LEMMA:

Ln=Z2"=<aila’=¢e;1Sisn>n2=6

Hn={ai| 1 i€ n} U {@ai+1] 5 € i< n-1} U {a1an, a1a2,a1a3,a2a4,asas'a1@2a3,a2a3a4}.
c(Ln,Hn)=1,n=6

Beweis:

Sei Xn = X(Ln,Hn) und Yn-= XM, Sei Dn = {ai| 55isn] U [aiai+1 | 5<isn} U {aian}.

Sei das in Lemma 10.7. angegebene CES H der Gruppe Z2° hier mit Hs bezeichnet.
Dann ist Hh=(Hs-{a1as}) U Dn fur alle n 2 6.Fur n 2 5 sei Xn=X(Ln,Hn) und Yn=XM=Xp|Hn.
Man uberlegt sich nun leicht, daf3 die Graphen Yn, n 2 6, aus dem in Abb, 2
angegebenen Graphen Ys dadurch entstehen, dald man das Dreieck {a1,as,a1as] des
Graphen Ys durch eine Kette von Dreiecken ersetzt. Abb 3 zeigt die Graphen Yn.

Es folgt nun aus der Struktur der Graphen Yn, daf die Menge Bn= {ai | 1< i < n} unter
Ae(Xn) fest bleibt. Da <Bn> = Ln ist, ist Xn eine GRR von Ln.

40,00,

Abbildung 3
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10.9. Bemerkung:

In [Im 3] gibt Imrich an, daf’ c(Ln,Hn) = 1 ist, wenn

Hn = { ai, aka k+1|1<isn,1<ksn} U {aiazan-2an-1, a182a n-1an} und n 2 5 ist.

Es zeigt sich jedoch, dal3 diese Aussage nur flr n2 6 richtig ist. Sei ¢ € Aut(Ls) definiert
durch: ¢(ai1)=ai1azasas, @(az)=asas, @(as)=as, ¢(as)=as und @(as)=azas.

Dann ist @[Hs] = Hs, wie man leicht nachprift. Also ist c(LsHs) 22.

10.10. SATZ:
Fur n =1 und n25 ist ¢(Z2") = 1. Es ist ¢(Z2?) = 2, ¢(Z2%) = 6 und c¢(Z2*) = 8.
Beweis: Lemma 10.3. bis 10.8.

B) Die abelschen Gruppen L mit exp(L) > 2.

W. Imrich und M.E. Watkins haben in [Im-Wa 2, Theorem 1] gezeigt, dal3 fur alle
abelschen Gruppen L mit exp(L)> 2 mit Ausnahme der Gruppen

ZaxZ2, Z3%, ZaxZ2?, Z4? und Z38 gilt: c(L) = 2.

Dabei haben sie eine Methode entwickelt, mit der fur eine grol3e Anzahl von abelschen
Gruppen auf direketem Wege eine ARR angegeben werden kann. Zusatzlich
verwenden sie Erweiterungstheoreme. Wir geben in diesem Kapitel im Wesentlichen
die Resultate und Methoden von [Im-Wa 2] wieder.

Im Hinblick auf die Untersuchung der Erweiterungen der abelschen Gruppen ist es
wichtig, fur "kleine" abelsche Gruppen L minimale ARR’s zu bestimmen, um so zu
erreichen, daf? die Menge L in einem passend gewahlten Erweiterungsgraphen stabil
bleibt. Fur die abelschen Gruppen L mit exp(L) > 2 und o(L) < 32 werden wir deshalb

jeweils minimale MRR's bestimmen.

10.11. LEMMA: [Im-Wa 2, Lemma 2,3].

SeiL=Zn=<a|a"=e>und H={a,a?}. Istn 23, soist c(L) = ¢(L,H) =2.

Ist n > 4, so ist X = X(L,H) minimale MRR von L.

Beweis:

X = X(L,H) ist ein Kreis der Lange n. Also ist ¢(L) = c(L,H)=
IstH=0@,soistc(L,H)=(n-1)>2 fallsn=4ist. Ist |H|=1, soist U := <H> = Z>.
Dann ist 2|n und mit m = %2 n gilt nach Lemma 2.12.: ¢(L,H) = (m-1)! 2™1 > 2,

falls m>2, d.h. n> 4 ist. Also ist X minimal, falls n> 4 ist.

10.13. LEMMA: [Im-Wa 2, Lemma 2.7]
L=ZsxZ2=(a,b|a*=b?=e> H={a,alb}
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= c(L) = c(L,H) =6, a(L) = a(L,H) = 2, X(L,H) ist minimale MRR.
Beweis:

Die Orbits von Aut(L) sind: O1 = {a,a,ab,a'b}, Oz = {b;a?b}, O3 = {a?}.
Ein RS der C-Klassen der CM von L ist:

H a(L,Hi) c(L,Hi)
Ho=0@ 8 7!

H1 ={a?} 8 6*23
H2 = {b} 4 6*23
Hs={a,a %} 4 16
Ha={b,a%b} 8 16

Hs = {b,a%} 4 16

He = {a,al,a’} 4 6*24
H7 ={a,alb} 2 6

Der Graph X = X(L,Hv) ist der dreidimensionale Kubus Ks. Also ist c(L,H7) = 6.

10.14. LEMMA: [Im-Wa 2, Lemma 2.4]

L=Z3?=<ab|a’=b%=e> H={a,alb,b?’>,

= ¢(L) = a(L) = c(L,H) = 8, X(L,H) ist minimale MRR.

Beweis:

Der einzige Orbit von Aut(L) ist:

O1 ={a,al,b,b?ab,ab?abtalb]=L-{e}

Sei H2={a,a!;b,b'}. Abb. 5 zeigt den Graphen Aut(L,H2)|H2. Bleibt H2 unter einem ¢ € A
(X) fest, so bleibt auch L unter ¢ fest. Nach Lemma 3.17. ist dann Ae(X)=Aut(L,Hz2).

Also ist c(L) = a(L) = c((L,H) = 8.

atb-
Abbildung 5

10.15. LEMMA:
L =Zsx Z2?=<a,b,c|a*=b%?=c?=e>H={a,alb,c,bc,a’c,a?bc}.
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= c(L) =c(L,H) =8, a(L) = a(L,H) = X(L,H) ist minimale MRR.
Beweis:

Die Orbits von Aut(L) sind:

O1 ={a,ab,ac,abc}, Oz = {b,c,bc,a%b,a?c3,a bc}, Oz={a?}.

Ein RS der A-Klassen der CES von L ist:

Hi = {a,al,b,c} mita(L,Hx) = 4
Hi= {a,at,ab,a'b,c} 8
Hin=  {a,alb,c,bc} 12
Hiv= {a,alb,c,a’b}

Hv= {a,al,b,c,a’bc}

Hv=  {a, a?, ab,a'b,b,c}

Hwl = {a,alab,a'b,c,bc}

HVIll= {a,a?,ab,a'b,c, a’c} 16
Hx=  {a,al,ab,a'b,c,a%bc} 8

Seil'=Z2Z*=<ab,cd|a?=b?=c’=d’=e>

Die Abb. B:L—> L' sei definiert durch: B(a) = a, B(a?) =d, B(a-*) =ad, B(c) =c, B(b) =b
und B(xy) = B(X)B(y) fur alle x eL und alle y € <b,c>.

Nach Lemma 5.5. ist dann der Graph Y =X(L‘,8[H]) isomorph zum Graphen X = X(L,H).
Es ist nun: B[H] = {a,b,c,d,ad,bc,cd}. Aus Lemma 10.4. folgt nun, dal3 B[H] aus der
einzigen C-Klasse von L ist, fur die der Cayleyindex = 8 ist. Also ist ¢(L) = ¢(L,H) =8
und X = X(L,H) eine minimale MRR von L. Da H aus der A-Klasse | von L ist, ist a(L) =
a(L,H) = 4.

10.12. LEMMA:
Sei L =2ZxnxZ2=<ab|a®=b?=e>und H=[a,a'}.
Istn =3, soistc(L) =c(L,H) =2 und X = X(L,H) minimale MRR von L.

Beweis:
Sein 2= 3. Sei X = X(L,H). Dann ist S2 = { a%,a™2,ab,a'b}. Abb. 4 zeigt den Graphen
Y = X(2%)
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Abbildung 4

Aus der Struktur des Graphen Y folgt, dal3 b unter Ae(X) fest bleibt. Also ist Ae(X)|H =
Auto(L)[H. Da <H>= L ist, ist Ae(X) = Auto(L).

Also ist ¢(L,H) = 2. Ist H ein CES von L, so ist |H|=3. Ist H kein CES von L, so ist nach
Lemma 2.12. ¢(L,H) 2 min [ %2 0(L), 48] = 6. Also ist X eine minimale MRR von L.

10.16. LEMMA:

L=Zs=<a*=b*=e> H={a,alb,b? aba1b1az}

= ¢(L) = a(L) = c(L,H) =4,X = X(L,H) ist minimale MRR von L.

Beweis:

Die Orbits von Aut(L) sind: O1 = {a,b,ab,ab*,ab?,a?b}** ; Oz ={a?,b%.a%b?}
Ein RS der A-Klassen der CES von L ist:

Hi ={a,al;b,b-1}=B mit a(L,Hx) = 8
Hi= Bu(a%}

Hiu= B u{a2b?}

Hv= B U {ab,a'b-1} 12

Hv= B U [ab2a'b?)

Hvi= B U [ab,a'b-1,a2}
Hvi= B U (ab2,a'b2,a2}
Hvini= B U {ab2,a-1b2,b?}
Hix= B U [ab?,a'b2,a2b?} 8

Ein RS der C-Klassen, die in den A-Klassen Il und VI enthalten sind, ist:

c o »~ 0

H1=a,a',b,b",a2} mit C(L,H) = 8
H2 = [a,a1,b,b-1,b2,a2b2 } =8.

Hs = {a,a',b,b-l.ab,a-'b-1,a2} = 4
Sei ®1 = <a?,a,al><a?b,ab,alb> <a?blab?lalb><a?b? ab?alb???>
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®2 = <ab?,b,b1><b? a%b,a’b1><ab?a'b,atbl><a'b? ab,ab?,???>

Fir i=1,2 ist dann @i eA(L,Hi), wie man leicht nachprift. Also ist c(L,Hi) = 8 furi=1,2.
Sei X =X(L,Hs). Abb. 6 zeigt den Graphen Y = X]us. Es ist Ae(X)| H3 = Aut(L,Hzs)|Hs.

LaRt ein e Ae(X) die Menge Hs fest, so lalt ® auch L fest, wie man anhand der
Inzidenzrelationen leicht nachprift. Nach Lemma 3.17. ist dann A (X) = Aut(L,H3).

Ist H eine CM, aber kein CES, so ist nach Lemma ???? c¢(L,H) = 8. Also ist ¢(L) = a(L) =
c(L,Hs) = 4.

ab a B
o2

ETTTET e
Abbildung 6

10.17. LEMMA:
L=ZexZz=<ab|a®=b>=e> H={a, al, a a?b,btab, alb?}

= c(L,H) = 2, X = X(L,H) ist minimale ARR von L. a(H) = 3, Le S22 M Sz

Beweis:

Seir=a% s=bundt=a3 DannistL =<rstlrP=s3=t2=e>,

Die Orbits von Aut(L) sind: O1 = [r,s,rs,rs1}*1, O2 = {rt,st,rst,rs’'t}*1, Os = {t}.
Ein RS der A-Klassen der CES von L ist:

Hvi = {r,st,rst}
Hvin = {r,s,rt,st }
Hix = [r,s,rt,rs1}

H ={rrt}mitalLH)= 4
Hi = {rt, st} 8
Hin = {r,s,t} 8
Hv ={r, s, rt} 4
Hv ={r, s, rst} 4
Hvi = {r,rt,st} 4
4
8
2
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Es ist nun Hix = {a?,b,at,atb1}*1 = H. Sei X=X(L,H) und Y=X|n. Abb.7 zeigt den
Graphen Y. Aus der Struktur des Graphen Y folgt, da Ae(X)|n = AutoG)|H ist. Also ist
c(L,H) = 2.

ot a N
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Abbildung 7

10.18. LEMMA:

L=Ze*Z2*>=(a,b,c|a®=b?2=c?=e > H={a,altab,alb,a’b,c}.

= ¢(L,H) = 2 und X(L,H) ist minimale ARR von L. a(H) =0, L € S2.4 N S3z3.

Beweis:

Seid=aund s = a2 Sei Lo = <b,c,d>. Dannist Lo Z2%und L = <s| s® =e> x Lo.

Die Orbits von Aut(L) sind: O1={b,c,d,bc,bd,cd,bcd} = Lo-{e}, O2={s,s!} und Oz = {s,s°1}.
Reprasentanten der drei ersten A-Klassen der CES von L mit a(L,H) = 2 sind:

Hi= {sd,s'd,sb,s'b,d,c}; Hi= {sd,sd,sb,s'b,d,c,bd}; Hu={sd,s'd,sh,s*b,sc,s'c,d,bd}.
Es ist ¢(L,Hi) > 2, wie man leicht nachprift. Ebenso prift man nach, dal3 c(L,Hi) =2 ist.
Ist H aus der Klasse | und H#H,, so ist [HI 2 8. Da IHi|77 ist, ist X(L,Hi) minimale ARR
von L. Es ist nun Hi = {a,at,a’b,a?h,a3,c,ab}.

Also ist Hi isomorph zu H={a,a!,ab,a'b,a3,c,b}. Dann ist ¢(L,H) = 2 und H minimale
ARR von L.

10.19. LEMMA:
L=2Zs2=<a,b|a*=b°>=e> H=[aalbblab,alb?a?h?a?b? a?a*?.

= ¢(L,H) = 2, X = X(L,H) ist minimale ARR von L. a(H) = 2, L € S23N S3,2.

Beweis:
Der einzige Orbit von Aut(L) ist O1 = L — {e}. Die Cayleyklassen der Gruppe L wurden
mit einem Computerprogramm bestimmt (siehe Anhang 2).

Fur drei C-Klassen ist a(L,H) = ;2. Reprasentanten dieser Klassen sind:



82 10. Der Cayleyindex der abelschen Gruppen

Hi = {a,b,a?,ab,a?b?}, H2 = {a,b,a?,b?,ab,ab?}, Hz = {a,b,a?,ab,ab?ab}

Es ist c(L,H1) = c(L,H2) = ¢(L,Hs) = 2. Wir beweisen diese Aussage nur fir H = Hi.

Sei X = X(L,H). Abb. 8 zeigt den Graphen Y = X|n.

Es ist N(a) N N(a’b?) = {e,a?b? } und N(a!) N N(a?b?) = {e,ab?,a’h?a2?b?a2?b*,alb}.
Sei K = {a,at,a?b?,a2b?}. Dann bleibt K unter Ae(X) stabil und es gilt Ae(X)|k = Auto(L)|«.
Da <K > =L ist, ist ¢(L,H) = 2 nach Lemma 10.1.

ot o. ok
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Abbildung 8

10.20. LEMMA:
L =Z3®=<aj a®=e (i=1,2,3)>, H = {a1,a2,a3,a1a2,a1a3,a2az}**.
= c(L) = a(L) = ¢(L,H) = 12 und X(L,H) ist minimale MRR.

Beweis:

Der einzige Orbit von Aut(L) ist O1 = L - {e}.

Die C-Klassen der CES von L wurden mit einem Computerprogramm bestimmt (siehe
Anhang 2). Das Programm ergab das in folgender Liste aufgefiihrte RS der C-Klassen

und die zugehérigen Werte a(L,H) :

Nr H a(L,H)
1 {ar,az,a3}t =B 48
2 BU{ aiaz} 24
3 B U {a1azas} 48
4 B U {a1az, a1as} 16
5 B U{aiaz, aiaz!} 96
6 B U{a1az, aiaz'as } 24
7 B U {azaz,a1as, azas} 12
8 B U {aiaz,a1a3, a1a2t} 24
9 B U{aiaz,a1as, aia2'} 48
10 f BU {a1az,a1a3, a1a2'} 144

Da H =Hzist, ist a(L) = a(L,H) = 12. Sei X = X(L,H). Wir zeigen, dal3 c(L,H) = 12 ist.
Seien i,j,k €{1,2,3}, so daB {i,j,k} = {1,2,3} ist. Dann ist:
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Ni(ai) = {ai?, a?, ax?, aiaj, aiax} Ni(aia) = {ai,a;, ajtail}

Ni(aiait) = {ai, at,a;, ait, aigj, aitajt}  Ni(aigjax?) = {akl, aiaj-aiak, ajax}

Ni(aia-a3) = { a1,a2,as, aiaz aiasazas}

Abb. 9 zeigt den Graphen Y = X|n. Aus der Betrachtung der Eckengrade im Graphen Y
folgt, dal die Menge B = {a1,az,,as}*! unter Ae(Y) stabil bleibt.

Sei B1 = {a1,az2,as} und B2 = {a1,az,as}*. Dann sind B1 und B2 Blécke von A (Y). Man
Uberlegt sich nun leicht, daf3 |A(Y)| = 12 ist.

Daraus folgt nun, dal’ Ae(X)|n= A(Y) = Aut(L,H)|n ist. Sei @ € Ae(X), so dald | = 1|n ist.
SeiM =L -{aa?|i,je{1,2,3},i#j}. Dann ist auch ®|v = 1|m. Es ist nun flr i # j:
Ni(aiajt) = { aiajtak, aiajtak?t,aitajtak,aiqjact}. Also Nz2(aiail) # N2(aila)).

Dann ist insbesondere fir alle X,y € L - M: N(x,M) = N(y,M), wenn x #y ist.

Daraus folgt, daR auch die Menge L-M unter ® fest bleibt. Also ist dann ® = 1.

Aus Lemma 3.17. folgt dann, dalR Ae(X) = Aut(L,H) ist. Also ist c(L,H) = 12.

Sei K eine CM, aber kein CES und 0.B.d.A. U := <KU{e}>. Nach Lemma 2.12. ist dann

c(L,K) 2% |L| > 13. Also ist c(L) = c(L,H) = 12.

Abbildung 9

10.21. LEMMA:
L=ZoxZs=<ab|a’=b®=e> H={a, a?, b, bl a? a? ab, a‘bl}.

= c(LH) =2, a(H) =2, L € S26 N Sza.
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Beweis:

Die Orbits von Aut(L) sind:

O1={a, a2, a4 ab, a?b?, a*h, ab?, a?b, a*b'}
O2 =[b, a%b, a3b] und O3 = {a8, a3}

Reprasentanten der funf ersten A-Klassen der CES von L sind:

Hi = [a, b} mit a(L,H) = 4
Hi = [a,ab}** mit a(L,H) = 4
Hi = [a,a%,ab}** mit a(L,H) = 4
Hiv = [a,a%,ab}**! mit a(L,H) = 2
Hv = [a,a%,ab,b}*! mit a(L,H) = 2

Es ist H = Hv. Wir zeigen, daf? c(L,H) = 2 ist. Sei X = X(L,H) und Y = X]n.
Abb. 10 zeigt den Graphen X. Es ist A¢(X)|n = Auto(L)|H. Also ist c(L,H) = 2.

b“\

Abbildung 10

10.22. LEMMA:
L=Zsx2Z*=<ab,cd|a*=b?=c?=d?=e>, H={a,a?ab,a'b,ac,a'c,b,c,d,cd,a’d}.

=>c(LH)=2,a(H)=2,L € S24N Sags.

Beweis:

Sei Lo = <a,b,d>. Dann ist Lo = Z23. Die Orbits von Aut(L) sind:

O1 ={a,a'}Lo, O2 ={e,a?}(Lo - {€}), Oz ={a?}. Wir zeigen, daf c(L,E) = 2 ist.
Sei X = X(L,H). Abb. 11 zeigt den Graphen Y= X|n. Sei K = H-{d,cd}.
Dann ist Ae(X)|[k=Aut(G)|k. Da <K>=L ist, ist nach Lemma 10.1. c(L,H) = 2.
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Abbildung 11

10.23. LEMMA:
L = Z4?x Z2 =' <a,b,c|]a* = b* = ¢? = e>, H = {a,b,ab,bc,a?,c}**
=>c¢(L,H) =2, a(H) =4, L € S2,7 N Sag.

Beweis:

Die Orbits vor Aut(L) sind:

O:1 ={a,b,ab,ab,ab?a b,ac,bc,abc,abc,ab?c,a?bc},02 = {a?,b?,a%b?},

Os = {c,a%c,b?c,a%b?c}. Wir zeigen, daf c(L,H) = 2 ist. Sei X = X(L,H).

Abb. 12 zeigt den Graphen Y = X|n. Aus der Struktur des Graphen Y folgt, dai3
Ae(X)|H = A(Y) = Auto(L) ist. Also ist c(L,H) = 2.

[« § ab b

Abbildung 12
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10.24. LEMMA:
L = z4® = <a,b,c | a*=b*=c* =e>; H' = {a,b,c,ab,bc,a?,b?, a%b?}*! = c(L,H) = 2

Beweis:
Die Orbits von Aut(L) sind

= {a?,b?,c?,a%b? a%c?,b%c?,a%c?,b, a’b?c?}, O2 =L - (O1 U {e}).
Wir zeigen, dal3 c(L,H) = 2 ist.-Sei X = X(L,H). Abb. 13 zeigt den Graphen Y = X|n.
Aus der Struktur des Graphen Y folgt, daf’ Ae(X)|x = A(Y) = Auto(L)|x ist. Nach Lemma
10.1.istdann c(L) = c(L,H) =2

(o g P O /}

(/

/ \

Abblldung 13

10.25. LEMMA:
L = Z3* =<a,b,c,d | a® =b3=c3=d3= e>;H=(<a,b,c> -{e,a,a,b,b*})u{d,ad,bd,acd,ab*cd}**

= c(L,H) =

Beweis:
Sei Lo = <a,b,c> und Ho = |a,a,b,b}. Sei X = X(Lo,Ho). Es ist B(Hg) =8-1=7.
Dann ist Lo - B(Ho) = 20. Also ist X aus der Klasse Qsn. Dann ist X’ aus der Klasse Rsn.

Sei Y = X(L,H). Dann bleibt L unter A (Y) stabil, da mit
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K ={d, ad, bd, acd, ab?,c,d} gilt: H=Ho' UK U K1. SeiM=Ho U K U K1,
Dann bleibt auch die Menge M unter Ae(Y) stabil bleibt. Sei Z = Y|u. Dannistin Z :

N(a) ={ad,d,al,b,b1} N(b) = {bd,acd,d*,atbc*d?,b?,a,a?}
N(d,K) = { acd,ab,cd} N(acd,K) = {d,ad,bd}
N(ad,K) = {bd,acd,ab1cd] N(abcd,K)= {d,ad,bd}

N(bd,K) = {ad,acd,ab1cd]
Sei N = {a,b,d,ab*cd}.
Man uberlegt sich leicht, dal? dann Ae(Y)|n = Auto(L) ist, Also ist dann c(L,H) = 2.

10.26. Definition: [Im-Wa 2, p. 14]
Sei L eine abelsche Gruppe, und seien g, h € L Sei definiert:

C(g.h) ={g.g*,h,ht,gh,g*h1}; Ca(g) = (9, 91.9% 9%} Cs(9) ={9, 9*.0% 92 @3 g3}

10.27 SATZ: [Im-Wa 2, Theorem 1]

Sei L eine abelsche Gruppe und L = (mz, mz,,...,mr) =<ai | a™ = e,1<i <r> die
Standardreprasentation der Gruppe L. Seim1 = 6 und mr = 3.

1) Istr=1, so sei H = {a1, ar'l}.

2) Istr =22 und m 2 4, so sei: H=Cs(a1) U U!Z{ C(aiai+1) U Cz(ar).
3)Istr=2und mr= 3, so sei:

H=Cs(a) U UL, Claiain) U UTZ5"" C(ag... ag+), agei).
Dannist c(L) = c(L,H) = 2.
Beweis:

[Im-Wa 2, Beweis von Theorem 1]

10.28. LEMMA:
Ist k>2n+5,s0 ist die Gruppe Zk € San.
Ist k >3n+4, so ist die Gruppe Zk € S3n.

Ist k >2n+5, so ist die Gruppe Zk € Smn fur alle m=4,

Beweis:

Seik € Nund Zk=(a|ak=e>. Sei H ={a,a}. Sei Xk = X(Zx,H). Dann ist Xk eine ARR
von Zk. Es ist B(Hk) = 2|Hk| = 4,(k = 4). Istk = 2n + 5, so ist: 0(Zk)-B(H) =k - 4 2 3n > 2n.
Nach Lemma 7.7. ist dann Xk € Qs,n und deshalb Zk € Sz n.

Ist k =2 3n+4, so ist 0(Zk) - 2|H| =k - 4 =2 3n > 2n und 2/3*0(Zk)-H =2/3*k-2 = 2n +2/3>2n.
Nach Lemma 7.7. ist dann Xk € Qs,n und deshalb Zk € S3n.

Istk =22n + 3, soist: 0(Zk) — ¥2* B(H) =k -2=22n + 1 > 2n.
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Nach Lemma 7.7. ist dann X € Qm,n und Zk € Smn (M 24).

10.29. LEMMA:

Fur k = 3 sei Lk = Z2k X Z2. Sein € N.
1) Ist4k = 2(n + 3), soist Lk € San .
2) Ist4k =2 3(n + 2), soist Lk € San .

3)Istdk=2n+ 3, s0ist Lk € Smnflirallem=4

Beweis:

Esist Lk = Z2k X Z2 = <a,b | a?¢ = b? = e>. Sei H = {a,a%,b}.

Nach Lemma 10.12. ist dann Xk= X(Lk,H) eine minimale ARR von L.

Es ist ‘a(H) = 0. Also ist B(H) = 2|H]|.

1)Ist 4k>3(n+3), so ist 0(G)-B(H)>3n. Nach Lemma 7.7. ist dann Xk€Qm,n. AlsSO ist LkeS2n
2) Ist 4k>3(n+2), so ist o(G)-B(H)>3n. Nach Lemma 7.7. ist dann XkeQsz,n.Als0O ist LkeS3 n.
3) Ist 4k>2n + 3, so ist 0(G) - 1/2* B(H)>2n. Nach Lemma 7.7. ist dann Xk€Qm,n fir m 24.

Also ist LkeSmn fur alle m 2 4.

10.30. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L)> 2 und c(L) = 2.

1)Isto(L) 28,soistL € S2,1.

2) Ist o(L) 211 und L keine der Gruppen (12.1)=(6,2) und (18.1)=(6,3), so ist Le Sz,3.
3) Ist o(L) 213 und L keine der Gruppen (18.1)=(6,3),und (25.1)=(5,5), so ist L € Sz 4.
4) Ist o(L) = 10, soist L € S31.

5) Ist o(L) = 13 und L keine der Gruppen (18.1)=(6,3), (25.1)=(5,5), so ist L € S2.4.

6) Isto(L) 25, soist L € Sm1 fUr alle m =2 4.

7)Isto(L) 29, soistL € Smaflralle m = 4.

Beweis:
1) Satz 7.17., 4).
2)Isto(L) =24, soistL € Sz4 nach Satz 7.17.

IstL=2Zkund k211, soist L € Sz3 nach Lemma 10.2.

Ist L nicht zyklisch und 11 < o(L) < 24, so folgt die Aussage aus Tabelle 1.
3) Isto(L) =232, soist L € S2,3 nach Satz 7.17.

IstL=2Zxund k =13, soistL € Sz24 nach Lemma 10.28.

Ist L nicht zyklisch und 13 < o(L) < 32, so folgt die Aussage aus Tabelle 1.
4) Satz 7.17., 2).
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5) Ist o(L) = 30, so ist L € S3 3 nach Satz 7.17.
IstL=2Zxund k =13, soist L € Sz3z nach Lemma 10.28.
Ist L nicht zyklisch und 13 < o(L) < 30, so folgt die Aussage aus Tabelle 1.
6) Satz 7.17., 3).
7)Isto(L) = 12, soist Le Sm,3 fir m = 4 nach Satz 7.17.
IstL=2Zkund. k=9, soistL € Sm4 fir m 2 4 nach Lemma 10.28.

Ist L nicht zyklisch und 9 < o(L)< 12, so folgt die Aussage aus Tabelle 1.

10.31. SATZ: ([Im-Wa 2, Cor. 2.9])
Sei L eine abelsche Gruppe aus S2,1 mit ¢(L)=2 und exp(L)>2. Dann ist c(L x Z2) = 2.

Beweis:

Sei 0.B.d.A. X = X(L,H) eine ARR von L aus der Klasse R1,2.
Seili=LxZz2undbeli-L,sodal b?=eist. SeiHi=H U {b}und Y = X(L1,Hq).
Nach Folgerung 8.7. ist dann Ae(Y) = Ae(X). Also ist c(L1) = c(L1,H1) = c(L,H) = 2.

10.32. SATZ:

Sein = 3. Sei L eine abelsche Gruppe aus Sn1 mit c(L) = 2, exp(L) > 2 und exp(L) t 2n.
Dann ist c(L X Zn) = 2.

Beweis:

SeiLi=LxZnund bo € L1 - L, so daf’ bo" =e ist. Sei X = X(L,H) eine ARR von L aus der
Klasse Sn1. Da exp(L) t 2nist, gibt es ein g € L, so daf’ o(g) t 2n ist. Sei b = bog.
Dannistc:=b"=g"elL—{xelL|x?=¢e}. Ist X€ Qn1,soseiHi=H U bL U blL-{b,b%}.
Ist X € Rn,1, so seiH1 =H U {b,b1}. Sei Y = X(L1,H1). Dann bleibt L unter Ae(Y) stabil.
Also bleibt auch die Menge {b,b1} unter Ae(Y) stabil. Ist ® € A (Y), so sei ®o = D|L.
Dann ist @o € {1., invL}. Ist ®(b) = b, so ist nach Satz 3.16. ®o(c) = P(c) = c. Also ist
wegen c? #e @®o = 1. Dann ist |1 = 1|H1. Ist ® (b) = b, soist nach Satz 3.16.:

®o(c) = ®(c) = c1. Wegen c? # e ist dann ®o = invL und ®r1 = invhi. Also ist Ae(Y)| H1 =
Auto(L1)| 1. Nach Lemma 10.1. ist dann Ae(Y) = Auto(L). Also ist c(L1) = 2.
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10.33. SATZ:
Sein 2 3. Sei L eine abelsche Gruppe aus Sn,3 mit c(L)=2, exp(L)>2 und o(L)=6.
Dannist c(L x Zn) = 2.

Beweis:

SeiLi=LxZnundbelLi-L,sodaldb"=eist. Sei X = X(L,H) eine ARR von L aus der
Klasse Sn3. Seig €L, sodafd o(g) > 2 ist.

Da o(L) 2 6 ist, gibt es ein h € L-{e,g,971,9%,g"%}, so daR h? # g ist.

Sei K = {b,bg,bh}. Sei M = {e,g,h}. Ist X -€ Qn;3, so seiHi=H U bL U blL - (K Uk,
Ist X € Rn3, soseiHi=H U K U K. SeiY = X(L1,H1). Dann bleibt L unter Ae(Y) stabil.
Ist @ € A (Y), so sei @1 = Pp|L und a = blP(b). Esist P(b) e K U K.

Ist d(b) € K, so bleibt K unter Ae(Y) stabil, und es ist a € M und a®1[M] = M.

1) Ista=e und ®1 =inv, so ist {g*,h?1} ={g,h}.

2) Ista=gund ®1 =1, so ist {g?,gh} = {e,h}.

3) Ista=hund ®1 =1, so ist {gh,h?} = {e,g}.

4) Ist a =g und @1 = inv, so ist {e,gh'} = {e,h}.

5) Ist a = h und ®1 = inv, so ist {hg*,e} = {e,g}.

In jedem dieser Falle ergibt sich ein Widerspruch.

Ist also @(b) € K, so ist a = e und @1 =1, was bedeutet, da Py|. = 1p|L ist.

Ist d(b) € K1, soistinv ®(b) € K. Insbesondere ist dann die Menge {b,b"'} unter A (Y)
stabil. Mit Satz 10.2. folgt nun, dafd Ae(Y) = {1,inv} ist.

10 34. LEMMA:
Sein€ NundL =2Zs". Dannist c(L) = 2.

Beweis:

Ist n = 1, so folgt die Aussage aus Lemma 10.11. Ist n = 2, so folgt die Aussage aus
Lemma 10.19. Sei Ln = Zs". Fir ein n 2 2 sei ¢(Ln) = 2.

Da o(Ln) =5">12ist, ist L € Ss3nach Lemma 10.30.

Nach Satz 10.33. ist dann c¢(Ln+1)=2, da L n+1 = Ln X Zs ist. Also ist ¢(Ln)=2 fUr alle n € N.
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10.35. LEMMA:

Sein=3undL =2Z4". Dannist c(L) = 2.

Beweis:

SeiL =2Z4". Ist n = 3, soist ¢c(L3) = 2 nach Lemma 10.24. Fir ein n > 3 sei c(Lx) = 2.
Da o(Ln) =4" > 12 ist, ist Ln € Ss3 nach Lemma 10.30. Es ist Ln+1 = Ln X Z4. Nach Satz
10.33. ist dann c(Ln+1) = 2. Also ist ¢(Ln) = 2 fur alle n =3.

10.36. LEMMA:

Seinz4undL =2Z3" Dannistc(L) = 2.

Beweis:

Sei Ln =Z3". Ist n =4, so ist ¢c(L4) = 2 nach Lemma 10.2. Fir ein n> 4 sei c(Ln) = 2.
Da o(Ln) =3"2>81 > 30 ist, ist Ln € S33 hach Lemma 10.30. Es ist Ln+1 = Ln X Z3.
Nach Satz 10.33. ist dann c(Ln+1) = 2. Also ist c(Ln) = 2 fur alle n= 4,

10.37. SATZ: [Im-Wa 2, Theorem 1]

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2.

Ist dann L keine der Gruppen Za x Z2, Z3?, Z4?, Za X Z2?, Z33, so ist ¢(L) = 2.

Beweis:

Sei L keine der Gruppen Z4 x Z2, Z3?, Z4?, Za X Z2?, Z32. Sei L = (mq,....,my) die

Standardreprasentation der Gruppe L. Da exp(L) > 2 ist, ist m1 = 3.

A)lstr=1, soistc(L) =2 nach Lemma 10.11. B) Seir = 2.

1) Istmi1 =3, soistr=4. Dann ist ¢c(L) = 2 nach Lemma 10.36.

2) Istm1 =4, soistr = 3. Sei dann Lo = (mz1,m2,ms).

a) Ist Lo = Z43, so ist c(Lo) =2 nach Lemma 10.24. Da Lo € S2.1 N Saz ist, folgt durch
(mehrfache) Anwendung von Satz 10.31. bzw. 10.33., dal3 c(L) = 2 ist.

b) Ist Lo = Z4? x Z2, so ist c(Lo) = 2 nach Lemma 10.23. Da Lo € Sz 1 ist, folgt durch
(mehrfache) Anwendung von Satz 10.31., dal3 c(L) = 2 ist.

c) Ist Lo = Za x Z22%, so ist r 2 4. Sei dann L1 = (m1,m2,m3,ma) = Z4 X Z25.
Dann ist ¢(L1) = 2 nach Lemma 10.22. Da Lo € S2.1 ist, folgt durch (mehrfache)
Anwendung von Satz 10.31., dalR c(L) = 2 ist.

3) Istmi1 =5, soist ¢c(L) =2 nach Lemma 10.34.

4) Istm1 = 6, so sei 1 < p <r so gewahlt, dafd mp =3 und mp+1 = 2 oder p =r ist.
Sei L1 = (mg,...,mp). Dann ist c(L1) =2 nach Satz 10.27. Ist L = Lo, so ist c(L) = 2.
Ist L # Lo und o(Lo) = 8, so ist Lo € S2,1. Dann folgt durch mehrfache Anwendung von
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Satz 10.31.,dalR ¢(L) =2 ist. Ist L # Lo und o(Lo) <8, soistL =Zs x Z2" mitn € N. Sei
dann L1 = Zs X Z2. Dann ist o(L1) = 2 nach Lemma 10.12. und Li1€ S2,1 hach Lemma
10.30. Durch mehrfache Anwendung von Satz 10.31. folgt dann, daf3 c(L) = 2 ist.
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11. Der Cayleyindex der GDC-Gruppen

In diesem Kapitel wurden vorerst die umfangreichen Beweise ausgelassen.
A) Die GQ-Gruppen

11.1. LEMMA: [Im-Wa 2, Lemma 2.6]
G=Q=DC(4)=<ab|a*=e, b?2=2a? blab=a'> H={aal).
= ¢(G) = ¢(G,H) = 16, a(G) = a(G,H) = 8.

11.2. LEMMA:
G =GDC(4,2)=<a,b,c|a*=c?=¢e, b?=a? blab=a'> H={a,alb,b?c,a?,
= ¢(G) = ¢(G,H) = 16, a(G) = a(G,H) = 8.

11.3. LEMMA:
G =GDG(4,2,2) =<a,b,c,d |a*=c?=d? =e, b>=a?,blab = al>,
H={a,b,ab,ac,bc,bcd,c,d}*'. = ¢(G) = a(G) = ¢(G,H) = 4.

11.4. LEMMA:
SeiG=QxZx".Istn =2, soist c(G) = ao(G) = 4.

B.) Die GDC-Gruppen, die keine GQ-Gruppensind

11.5. LEMMA: [Im-Wa 2, Theorem 2]
Sei G eine GDC-Gruppe der abelschen Gruppe L, aber keine GQ-Gruppe.
Istdann L € Sz, ¢(L) =2 und o(L) = 16, so ist ¢c(G) = 2.

11.6. LEMMA:

Sei G = DC(2n) = <a,b | a®"=e,b?=a",btab = a'> und H = {a,a,b,b,ba,b1a,ba3b1b3}.
Istn 26, soist. c(G,H) = 2.

11.7. LEMMA:

Sei Gh = GDC(2n,2) = <a,b| a®"= b*=e, b'ab = al>

und H = {a,al,b,b},ba,ba,ba3b*h3}. Ist n 23, so ist ¢(Gn,H) = 2.

11.8. LEMMA:
G =DC(6) =<a,b|a®=b*=¢, btab=a?'> H=[aa?b,b?} =c(G)=a(G)=c(G,H)=4.

11.9. LEMMA:
G =GDC(4,2) =<a,b |a*=b*=¢, blab=a'> H=[a,alb,b?baba}
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= ¢(G) = a(G) = c(G,H) = 4.

11.10 LEMMA:
G=DC(8)=<a,b|a®=e, b?2=2a% blab=a’> H={aa}lb,bl).
= ¢(G) = a(G) = ¢(G,H) = 4.

11.11. LEMMA:
G =DC(10)=<a,b | a>=b*=¢, blab = al> H={a,alb,b?). = c(G) =a(G)=c(G,H)= 4.

11.12. LEMMA:
G =GDC(6,2) =<a,b|a®=b*=¢e, blab=a'> H=[a,alb,b?bab'aba3ba3}.
= ¢(G) = c(G,H) = 2.

11.13. LEMMA:
G=GDC(8,2) =<a,b|a®=b*=¢g, blab=a'> H={a,alb,b?ba,baba3b'as.
= ¢(G) = c(G,H) = 2.

11.14. LEMMA:
G =.GDC(8,2) =<a,b,c|a®8=c?=e, b?=a% blab =a?l>,
H={a,alb,b?ba,b?a,bc, blc,c}. = c(G) =c(G,H) = 2.

11.15. LEMMA:
G =GDC(4,4) =<a,c,b|a* =c*=¢e, b?=a? b'ab = a?, blcb=c?'>,
H ={a,c,ac,b,ba,bc,c?}*!. = ¢(G) = ¢(G,H) = 2.

11.16. LEMMA:
G =GDC(4,2,2) = <ab,c|a*=b*=c?=¢e, blab=a?l>,
H ={a,alb,b?ba,b?a,bc,b’cc} = c(G) =c(G,H)=2.

11.17. LEMMA:
G = GDC(6,3) = (a,c,b| a®=c3=b*=e, blab = al,blcbh = ¢c1>,
H ={a,al,cb?,cb?b,b?ba,btabc,bc} = c(G) = c(G,H) = 2.

11.18. SATZ:

Sei G eine GDC-Gruppe, aber keine GQ-Gruppe. Ist dann G keine der Gruppen (12.5)
=DC(6), (16.14) = DC(8),

(16.10) = GDC(4,2), (20.5) = DC(10), so ist ¢(G) = 2.
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IV. Untersuchung der Erw. der abelschen und GDC-Gruppen

12. Erweiterungen der abelschen Gruppen

In diesem Kapitel wurden vorerst die umfangreichen Beweise ausgelassen.

A) Erweiterungen mit Z2

12.1. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2 und X = X(L,H) eine ARR von L. Sei G eine
Erweiterung von L durch Z2 und Y = X(G,Hz1), so dald H1 N G = H ist und L unter Ae(Y)
stabil bleibt. Sei b € G-L und K = bL N Hi, K' = bL - H1. Sei Me{b'K, b'K'}, so daR esM
ist. Genau dann ist Y eine GRR von G, wenn gilt

)aM # MfiralleaeM - {e}. i) aM* # M fiir alle a € M.

12.2. Definition:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Sei G eine Erweiterung von G durch die
Gruppe Z2. Istb € G - L, so sei {c,B} das zu b gehdrende Parametersystem.

a) Die Erweiterung G von L sei vom Typ A, wennes einb € G - L mit b>=e und

Elemente h1, hz € L gibt, so daf gilt:

i) o(h1)> 2 i) B(hi) # hit (i =1,2). i) hi # hj, by, bz ({ij} ={1,2},i#))
b) Die Erweiterung G von L sei vom Typ B, wenn es ein b € G - L mit b? = e und ein heL
gibt, so dal gilt: i) o(h) > 2 i) B(h) #h i) B(h) #ht

c) Die Erweiterung G von L durch Z2 sei vom Typ C, wenn G kein semidirektes Produkt
von G mit Zz ist, und es ein Element beG - L mit o(b)>4 und ein g € L gibt, so daf} gilt:
i) g* # ¢t i) B(9) # 9 iii) B(g) # g™ iv) B(g)g # ¢

d) Die Erweiterung G von L durch Zz ist vom Typ D, wenn G kein semidirektes Produkt

von G mit Zz ist, und es ein b € G - L mit o(b) =4 und ein g € L gibt, so daf gilt:

g#e iv) B(g) # g™
i) g?#c v) B(g) # gc
i) B(g) # g

e) Die Erweiterung G von L durch Zz ist vom Typ E, wenn G kein semidirektes Produkt

von G mit Zz ist, und es ein b € G-L mit o(b)>4 und zwei-Elemente g, h € L gibt, so

daf gilt:
i) o(g)> 2 iv) h#g,g? g?
i) B(g) = g™ v) g # h?

iii) B(h) =h?
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Um eine GRR der Gruppe G zu konstruieren, werden wir von einer ARR der Gruppe L
aus der Klasse Q2k ausgehen und eine passende invers abgeschlossene Menge

K C G - L wahlen, wobei k = |K| ist. Wir zeigen dann, dal3 der Cayley-Graph

Y = X(G, HUK) eine GRR von G ist. Zunachst folgt, dafl3 L unter Ae(Y) stabil bleibt.
Dann bleibt auch K unter Ae (Y) stabil. Sei x € L und-seien b,bx € K.

Sei ® € Ae(Y) und ®1 = Pp|L.

Ist ®(b) = bx und ®1 =1, so ist b*®[K] - {x} = b1K - {x}. *

Ist ®(b) = bx und ®1 = inv, so ist bP[K] - {e,x} = b1K - { e,x}. **)

Um zu zeigen, dal3 Y eine GRR von G ist, geniigt es, zu zeigen, dafl3 keine der
Bedingungen (*) und (**) erfullt ist auBer der Bedingung fur ®(b) = b, ®1 =1.

12.3. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe aus S2.3 mit exp(L) > 2 und c(L) =2. Sei G semidirektes
Produkt von L mit Z2. Seib € G - L, so daR b? = e ist. Seien hy,hz2 € L, so daB die Menge
K = {b, bhi, bh2} invers abgeschlossen ist. Gilt dann:

1) {b1%,h1h2} # {e, h2}

2) {h22,h1h2} # {e, hi}

3) {h11,h2t} # {h1,h2}

4) hih2l # h2

5} hi1thz2 # ha

soist ¢c(G) = 1.

12.4. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe aus S2.3 mit exp(L)> 2 und c(L) = 2. Sei G eine Erweiterung
des Typs A von L. Dann ist ¢(G) = 1.

12.5. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe aus S2.3 mit exp(L) > 2 und c(L) = 2. Sei G eine

Erweiterung des Typs B von L. Dann ist ¢c(G) = 1.

12.6 LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe aus S2,4 mit exp(L) > 2 und c(L) = 2. Sei G Erweiterung von
L durch die Gruppe Z2. Es gebe ein b € G - L mit b2 # e. Sei {c,B] das zu b gehorende

Parametersystem. Sei g € L, so daR B(g) # gic? ist. Ist dann:
1) {gct,0% gB(g e} # {e,ctB@hc 't =Ta
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2) {B(g™)c?, gB(g™)ct,B(g?)c?} # {e,ctg) = T2
3){c? gct, B(ghc?} # {e.g, B(g)c'} = Ts

4) {c,9", B(g)c } # {c',g,.B(@")c '} = Ta

5) {gc, gB(g)c} # {ct.B(@™)c} =Ts

6) {B(gM).g"B(g™)c} #{c',g} = Te
7){g'chB(9) } # {g.B(g 't = T7

soistc(G) =1.

12.7. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe aus S2,4 mit exp(L) > 2 und c(L) = 2. Sei G eine

Erweiterung des Typs C von L. Dann ist ¢(G) = 1.

12.8. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe.aus S24 mit exp(L) > 2 und c(L) = 2. Sei G eine

Erweiterung des Typs D von L. Dann ist ¢(G) = 1.

12.9. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe aus S26 mit exp(L) > 2 und c(L) = 2. Sei G Erweiterung von
L durch die Gruppe Z2, aber kein semidirektes Produkt von L mit Z2. Seib € G - L und
{c,B} das zu b gehdrende Parametersystem.

SeigelL-{e,cllundhe L-{e, c?t g, B(gYcl}

Gilt dann.:

1) {gct,9%,9B(g™)ct gh,gB(h )} #{ e,ct,B(g™)ct,h,B(h*)c}

2) {hct,h?,hB(hh)ct,gh,hB(g™)c '} { e,c,g,8(g e B(h)c

3) {c%,gct,B(gh)c? het,B(h)c? } # {e,9,8(g e h,B(hh)c}

4) {B(g™)c2,9B(g™)ct B(g?)c?hB(g et Blgtht)c?} # {e.ctg,hB(hH)ct}

5) {B(h™)c?,hB(hh)ct,B(h?)c?,gB(h*)c B(gth?)c?} # { e,ct,g,B(gH)c h}

6) {c,g™.B(g)c,h™,B(h)c} # {c*,g,B(g™)c*,h,B(h*)c}

7) {gc,9B(9)c,gh,gB(h)c} # {c,B(g)c,h,B(h)c}

8) {hc,hB(h)c,gh,hB(g)c} # {c,g,8(g™*)c,B(h)c}

9) {gc,B(g).hct,B(h) } # { 9,B(g™)c,h,B(h™)c}

10) {B(g .9 'B(@")c,hB(gh),c,B(g*h) } # {c,g,h,B(h })c ...}

11) {B(h *),hB(h *)c *,gB(h })c ,B(gh 1)} # {c.9.B(g *)c ...}

soist ¢(G) = 1.
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12.10. LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2 und c(L) = 2. Sei G eine Erweiterung des

Typs E von L aus Sz6. Dann ist ¢(G) = 1.

12.11. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Sei B € Aut(L) - {1, inv } so daR B? = 1 ist.
Fur alle x € L mit o(x) > 2 sei B(x) € {X, x'1}. Dann gibt es ein n € IN, so daR gilt:
L=Zax 22" =<a,c|a*=c?=e>x2Z2"und B(a) = a B(c) = a%c, sonst B(x) = x fur alle

xXeZo".

12.12. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Sei G ein nichtabelsches semidirektes
Produkt von L mit Zg. Ist dann G keine Erweiterung des Typs A oder B von L, so ist
HDL=Zpund G=DH(p) mit3<p<5

ii) L = Za X Zz und G = (16.8) = GDCH(4).

12.13. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Die nichtabelsche Gruppe G sei
Erweiterung von L durch-Z2. Es gebe einb € G - L mit o(b) 8, aber G sei keine
Erweiterung des Typs C Dann ist o(b) = 12 und es gibt ein n € INo, so dal} gilt:
L=Z12xZ"und G=Q x Z3 x Z2"

12.14. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Die nichtabelsche Gruppe G sei
Erweiterung von L durch Z2. Es gebe ein b € G - L mit o(b) = 8, aber G sei keine
Erweiterung des Typs C. Dann gibt es eine Untergruppe U von L, so daf} gilt:
L:U=2,Blu =inv]u, L =<U, b%>.

12.15. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Sei G eine nichtabelsche Erweiterung von L
durch Zz, aber kein semidirektes Produkt von L mit Z2. Es gebe ein b € G-L mit o(B)>4.
Ist dann G keine Erweiterung des Typs C oder E von L, so ist:

i) L=2Z12und G =(24.7) = Q x Zz oder

i) L=2Z4xZ2und G = (16.11) = SPC(8,2;5)
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12.16. LEMMA:

Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L) > 2. Die nichtabelsche, nicht verallgemeinert
dizyklische Gruppe G sei Erweiterung von L durch Z2. Fur alle b € G - L gelte o(b) = 4.
Ist dann G keine Erweiterung des Typs D von L, so ist fir ein n € IN:

DL=2Z4 xZ2"? und G =(32.16) x Z2" oder

i) L=2Z42x2Z2" und G = (32.15) x Z=" oder

jii) L = Z4? x Z2 und G = (64.a) x Z2"4.
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13. Erweiterungen der GDC-Gruppen

13.1. SATZ:

Sei G eine endliche GDC-Gruppe und G1 eine Erweiterung von G durch die Gruppe Zp,

wobei p eine Primzahl und Gi keine GDC-Gruppe ist. Gibt es dann keine Untergruppen

L und U von G, so daf3 gilt:

i) L ist eine abelsche Gruppe.

i) U ist keine GDC-Gruppe

iMLaU<G,G1:U=2,U:L=p

so gilt eine der folgenden Aussagen:

A) G1 ist Erweiterung einer abelschen Untergruppe L vom Index 2 in G mit der
zyklischen Gruppe Z14, wobei gilt: G1 = <L, d>-d*e L, d® = e, d?xd? = x1 (x € L).

B) Esist G =Q x Z2" (n € IN) und G:1 = <a,b,cs,cz,...,Cn,d>
mit a* = c2=d®=e, b?=a?, blab =a?l, d'ad = b, d'bd = ab, d'cid € <a?,ci,....,cn>.

Beweis:

Sei L eine abelsche Untergruppe von G, so dal3 G GDC-Gruppe von L ist. Seib e G - L.

A) Es gebe eind € G1 - G, so daR d*Ld = L ist. Sei 6(x) = dx.
1)IstdP e L, sosei U=<L,d> DannistL < Uund U : L= p. Weiter ist d*bd = bx € bL.
Also ist b'*db = dx* e U. Dannist U < G1 und Gz1 : U = 2. Ist U eine GDC-Gruppe, so
sei s =db und V = <L,s>. Wir behandeln nun die nach Lemma 6.19. mdglichen Félle:
i) Esist p=2 und & = inv|L. Dann ist V eine abelsche Gruppe und es gilt G1:V=V:L= 2.
i) Esist p #= 2 und & = inv|L. Dann ist V eine abelsche Gruppe und G1:V = 2, V:L=4.
iif) U habe die in Fall c) von Lemma 6.19 beschriebene Struktur. Dann ist V keine
GDC-Gruppeund G1: V=V :L=2.

2) IstdP ¢ bL, soist G1 =<L,d>, L < G1 und G1: L =2p.

i) Ist p. = 2, so ist G1 Erweiterung der Gruppe L durch die Gruppe Z4 mit den in
Aussage A) des Satzes angegebenen Eigenschaften.

i) Istp>2,soseis=d?und U =<L,s>.

Dann ist U keine GDC-Gruppe,L< U, U:L=pund G1: U = 2.

B) Es gebe kein deG: - G, so daB d'Ld = L ist. Dann ist L=Z4 x Z2" und G = DC(4) x Z2>".
Sei Lo = Z2". Die drei Gruppen < Lo, a>, <Lo, b> und <Lo, ab> sind Untergruppen vom
Index 2 in G und G ist GDC-Gruppe jeder dieser Gruppen. Man kann nun 0.B.d.A.
annehmen, daf3 keine dieser Gruppen unter & stabil bleibt. Dann ist p = 0(d) = 3.

Dann hat Gi die in Aussage B) des Satzes angegebenen Eigenschaften.
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13.2 LEMMA:
Sei L eine abelsche Gruppe mit exp(L)> 2 und. o(L) > 8. Sei G = <L,b> eine
Erweiterung der Gruppe L durch die Gruppe Z1 mit den. Eigenschaften:
b8 = e und b2xb? = x* fur alle x € L. Dann ist ¢(G) = 1.
Beweis:
[) Seic(L) =2 und Le Sa3. Sei 3 der von b auf L induzierte Automorphismus.
Dann ist B? = inv. Sei g € L, so daB B2 (g) # e ist. Dann ist B(g)e {g,g™'} und B3(g) # g.
SeiN. =[e, g, 9% B(9), g1, g2 B(@Y)}. Dannist [N|< 7. Also ist L - N nicht leer.
Seih eL-N, sodal h? #gist. Es ist nun B(g) = BB?(g) = B(g) € N. Man rechnet
nun leicht nach, dal3 jede der Bedingungen 1) - 11) von Lemma 12.23. erfullt ist. Also
ist ¢(G) =1 nach Lemma 12.23.
II) Seic(L) > 2 oder L ¢ Saz3. Ist c(L) > 2, so ist nach Satz 10.32. unter Beriicksichtigung
von 2|o(L) L eine der Gruppen: (16.2) = Z4 x Z2? und (16. 3) = Z4°.
Da o(L) > 8 ist, folgt aus Satz 7.17 und Tabelle 1, daR L € Sa3 ist. Sei B der von b auf
L induzierte Automorphismus. Dann ist %= inv.
a) Sei L = Z4 x Z2? = <a,c1,c2 | a*=c1?=c2?=e>.
Dann kann man o0.B.d.A. annehmen, daB b* e {a?,c1} ist. Ferner kann man 0.B.d.A.
annehmen, daf B(a) = ac2 und B(cz2) = acz ist. Dann ist B(c1) € {c1/|,a?c1}. Man kann
0.B.d.A. annehmen, daf3 3(c1) = caist. Also ist G1 eine der Gruppen
(64.f) =<a,c2,d | a* = c2?= e, d*=a?,dlad=acz,d c2d=ac2> x Z> =32.48) x Z2
(64.d) = <a,c2,d | a*=c2?=d®=e,d'ad=ac2,d *c2d=a?c2 1>
Ist G1 = (64.f), so ist ¢c(G1) = 1, da c((32.48)) = 1 ist nach Lemma 15.15.
Ist G1 = (64.d), so ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 15.15.
b) Sei G=Z4%=<a1,az| a1*=ax* = e>. Dann ist G1=(64.e) und ¢(G1)=1 nach Lemma
15.16.

13.3. LEMMA

Sei G = Q x Z2" = <a,b,ci | a* =ci? =e,b? =a?,btab=a? (1<i< n)> fiir ein n € IN.
Sei G1 = <G,d> Erweiterung der Gruppe G durch Zz mit den Eigenschaften:
d®=e, d ad = b, d'bd = ab, d'cid e<a?cz,...,cn> (1<i<n)>. Dann ist ¢(G1) = 1.
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Beweis:
1) Istn =0, so ist G1 = <a,b,d | a* =d® =e; b?=a? b'ab=a?, dtad=b,d''bd=ab> = (24.12)..
Dann ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 14.19.
2) Istn =1, so ist d*cid = c1. Also ist G1 = (24.12) x Z2. Da c((24.12)) = 1 ist, ist
c(G1) = 1 nach Satz 9.11.
3) Sein = 2. Dao(G)232ist, ist G € Sz.3 hach Satz 7.17. Nach Lemma 11.4. ist
c(G) = ao(G) = 4. Sei X = X(G,H) eine MRR von G aus der Klasse R3..
Sei K ={d,da,db} und Y = X(G1,H U K U K1),
Es ist Ae(X) = Aut(G,H) = Auto(G) = {1,B1,B82,B3], wobei gilt:
Bi(a) =at Bi(b)=b  Bi(c) =ci
B2(a) = a B2(b) =b?1 B2(c)=ci Bz =P1P2
Es ist ferner:
N(d,G) = N(d'ab?1,G) ={e,alt,abl} N(d?!,G)=N(db,G)={e,ab}
N(da,G) = N(d*at,G) = {e,b?,ab}
Sei ®e Ae(X) und definiert ®o = ®|c, P1 = DoulG. Fir alle x € G1 ist nun
N(D(x),G) = Po[N(X,G)]. Mit x=d folgt daraus, daB ®o = 1 und ®(d) = {d,dt,ab'} ist.
Weiter ist ®(db) € {db,d}. Ist ®(d) = dtab, so ist ®(db) = dtab1di(b)e {dta,d*al},
was nicht maglich ist. Also ist d(d) = d fiir alle ® € Ae(Y). Also bleibt die Menge
M = G U {d} unter Ae(Y) fest. Da G1 = <M>ist, ist Y eine GRR von Ga.

13.4. SATZ:

Sei G eine GDC-Gruppe und G eine Erweiterung von G durch die Gruppe Z,, wobei p
eine Primzahl ist. Ist dann G1 keine GDC-Gruppe und o(G1) > 32, so ist ¢(G1) = 1.
Beweis:

I) Es gebe Untergruppen L und U von a1, so dal3 L eine abelsche Gruppe, U keine
GDC-GruppeundL<U <G, G1:U=2,U:L=pist. Dannisto(U)>16.

a) Ist U eine, abelsche Gruppe, so ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.35.

b) Ist U eine nichtabelsche Gruppe und o(U)>32, so ist ¢(U) = 1 nach Satz 12.35. Dann
ist ¢(G1) = 1 nach Satz 9.11.

c) Ist U eine nichtabelsche Gruppe und o(U)<32, c(U)=1, so ist ¢(G1)=1 nach Satz 9.11.
d) Ist U eine nichtabelsche Gruppe,o(U)<32 und c(U)=2, so ist ¢(G1)=1 nach Satz 16.25.
II) Es gebe keine Untergruppen L und U mit den oben genannten Eigenschaften. Dann
gilt eine der Aussagen A) oder B) von Satz 13.1. Gilt Aussage A),so ist ¢(G1) = 1 nach
Lemma 13.2. Gilt Aussage B),so ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 13.3.
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V. DER CAYLEYINDEX EINIGER "KLEINER" GRUPPEN
14. Der Cayleyindex der nichtabelschen, nicht-GDC-Gruppen,

deren Ordnung < 32 ist.

(mit gegenuber dem Original verkirzten Beweisen)

14.1. LEMMA:

G =(6.2) =DH(3) =<a,d| a®=d? = e, dad = a'>, H ={d,da }.= ¢(G) = a(G) = ¢(G,H) = 2.
Beweis:

Sei X = X(G,H). Dann ist X ein Kreis mit 6 Ecken. Also ist ¢c(G,H) = 2

14.2. LEMMA: [Im-Wa 2, Lemma 2.3]

G =(8.4) =DH(4) =<a,d (a* = d? = e, dad = a'>, H = {d,da}.= ¢(G) = a(G) = ¢(G,E) = 2.
Beweis:

Der Graph X = X(G,H) ist ein Kreis mit 8 Ecken. Also ist ¢(G) = ¢(G,H) = 2.

14.3. LEMMA:

G =(10.2) = DH(5)=<a,d | a®=d? = e, dad = a'>, H = {d,da}.= ¢(G) = a(G) = ¢(G,H) =2.
Beweis:

Der Graph X = X(G,H) ist ein Kreis mit 10 Ecken. Also ist ¢(G) = ¢(G,H) = 2.

14.4. LEMMA:

G =(12.3)=DH(6).=<a,d|a®=d’=e, dad = a'>, H ={a,a',d,da,da®}
c(G) =c(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 16 zeigt den Graphen Y = X|n.

Abb. 16
14.4. LEMMA:
G =(14.2) =DH(7) =<a,d]a’ =d’=e, dad = a'>, H ={a,a,d,da,da},
= ¢(G) = c¢(G,H) = 1.
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Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 17 zeigt den Graphen X = X|n.

14.5. LEMMA:

G =(16.12) = DH(8) = <a,d| a® = d? = e, dad = a'>, H = {d,da,da?da*}.
= ¢(G) = c¢(G,H) = 1.

Beweis: Abb. 18 zeigt den Graphen Y = X|«.

da d 0\05-7' d at

14.6. LEMMA: "

Sei Gh =DH(n) =-<a,d | a"=d? = e, dad = a*> und H = (d,da,da3}.

Istn =29, so ist Xn = X(Gn,H) minimale GRR von Gn.

Beweis:'

Sein 9. Ist K ein CES und |[K| <3, so ist K = {d,da’} mit 1 i< i< n-1.

Dann ist a(Gn,K) > 2. Es ist a(Gn,H) = 1. Wir zeigen, dal’ c(Gn,H) = 1 ist. Abb. 18 zeigt
den Graphen X®). Die durchbrochenen Kanten gehdren nur im Fall n = 9 zum Graphen.
Es folgt nun, daB die Ecken da? und a? unter Ae(Xn) fest bleiben, Dann bleiben auch die
Ecken a?,da,da® unter Ae(Xn) fest. Also bleibt H unter Ae(Xn) fest, und es ist ¢(G,H)=1.
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14.7. Folgerung: [Wa 1, Theorem 2]
Sei G =DH(n),n=23. Istn =6, soist ¢c(G) = 1. Ist n € {3,4,5} so ist c(G) = 2.
Beweis:

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Lemmas 14.1 — 14.6.
14.8. SATZ: [No-Wa 1, Theorem 2]

Sei G = SPC(r,s;t) =<a,b| a=b =e,blab=a' > eine SPC-Gruppe.
Ist dann G keine der Gruppen:

(6. 2) = DH(3) (10. 2) = DH(5)
(8.4)=DH(4) (16.11) = SPC(8,2;5),
soist ¢(G) = a(G,H) = 1.

Beweis:

[No-Wa 1, p. 1000 ].

14.9. LEMMA: [Wa 3, Prop. 3.7]

G =(12.4) = As = <a,b,d | a?>=b?=d®=e, d'ad = b, d*bd = ab>, H ={d,d,a}.-
= ¢(G) = ¢(G,H) = a(G) = 2.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 20 zeigt den Graphen X.

14.10. LEMMA: [Wa 3, Prop. 5.1]
G =(16.6) = GDH(4,2) =(a,c,d]a*=c?>=d?=e, dad = a'}; H = {a,a',d,da,dac }.
= ¢(G) = c¢(G,H) = 1.
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Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 24 zeigt den Graphen Y = X1.

4

Abb. 21

14.11. LEMMA: [Wa 3, Prop. 5.3]
G = (16.8) = GDCH(4) = <a,b,d|a*=d?*=e,b%=a?,b'ab = a,dbd= b''>,H = {a,a,d,db,dab}.
= ¢(G) = a(G) = c(G,H) = 2.

Beweis:

4
L ]
>

o “dab do ;o' [ da

Abb. 22
14.12. LEMMA: [Wa 3, Prop. 5.2]
G=(16.9)=<a,cd|a*=c?=¢e,d’=c,d'ad =a'c> H={a,aldd?ad,a?.
= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.
Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 23 zeigt den Graphen Y=X|n.

) ot
d="" n=d. d Q“" ;\
Abb. 23

14.13 LEMMA:([No-Wa 1, Prop. 3.1])
G =(16.11) = SPC(8,2;5) =<a,b | a8 =b2=¢, bab = a5>, H ={a,at;a?,a?%b ]
= ¢(G) = a(G) = c(G,H) = 2.
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Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 24 zeigt den Graphen Y = X|n.

Abb. 24
14.14. LEMMA (JWa 3, Theorem 2])
G =(18.5) = GDH(3,3) = <a,b,d ( a®=b%*=d?=e,dad=a!,dbd=b'>, H = {a,a,d,da,db]
= ¢(G) = a(G) = c(G,H) = 2.

Beweis:
d do
E 9
O Y— o
do'b das
Abb. 25
14.15 LEMMA:

G =(24.4) = Asx Z2 = <a,b,d |a? =b? =d® =e,d"*ad=b, d*bd=ab>; H = {d,d,a,d%b}.
= ¢(G) = c(G,H) = 1.

Beweis:

o

&~ L » N e 3 )

d*  da 4l d  dPab  da  db  dlab

Abb. 26
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)

14.16. LEMMA:'
G = (24.5) = GDH(6,2) = <a,c,d |a® =c?=d? = e, dad = a'>, H = {d,da,da®,dc,2c}.
= ¢(G) = c(G,H) = 1.

14.17. LEMMA: [Wa 3]

G = (24.7) = Q xZ3 = <a,b,c| a*=c3=e, b%=a?, blab = al>;

H ={ab,ab?,abc,ab'ctac,a'lc?} = ¢(G) = a(G) = ¢(G,H) = 2.

14.18. LEMMA: ([Wa 3, Prop. 3.5])
G =(24.11) = S4 =<a,b,c,d ( a?>=b?=c3=d?=e,c'ac=b, c'bc = ab,dad=b,dbd = a,dcd=c*>,
H={b,d,dcb } = c(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

ca

14.19. LEMMA:

G = (24.12) = <a,b,d|a*=d®=e,b%=a?,blab=a,d*ad=b,d*bd=ab>,
H ={a,a?,d,d!,dal,dab} = c(G)=c(G,H) = 1.
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Beweis:

o =
al tdab yda. A 414
a dale
db
Abb. 29a

14.19.b LEMMA:
G = (24.13) = <a,b,d | a®=d?=e, b%=a3,btab=a',dbd=b1>= GDCH(6),
H = {b,b,da%da2dba}. = c(G). = c(G,H) = 1.

Beweis:
dat d}: a b
dbot 4 | t dwot
Y doc>
. Anot
Abb., 29

14.20.LEMMA: ([No-Wa 2, Theorem 3])
G=(27.4)=<a,c,b|a®=c®=b3=¢, blab=ac> H={a,a?lb,btac,alctabc,atbc}.

= ¢(G) = c(G,H) = 2.
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Beweis:

14.21. LEMMA:
G =(32.13) = SPC(8,2;5) x Z2 =<a,b,c |a®=b?=c?=e, bab = a®>>
H ={a,at,ac,alc,b,ba,ba3c}. = c(G)=c(G,H)=1.

Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 31a zeigt den Graphen Y = X|n.

ac alc

Abb. 31 a
14.21°. LEMMA:
G = (32.14) = DH(4) x Z4 = <a,d,c|a*=d?=c*=e, dad=a'>,
H ={d,dac,dac?,a,a,c,ctac,a’c?a?. = c(G)=-c(G,H)=1.

Beweis: Abb. 31b zeigt den Graphen Y = X|n.

a-t c
doct o't o™ o d doue
[ o —— i - —tp
c~4 o

Abb. 31b
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14.22. LEMMA: ([Wa 2])
G =(32.15) = Q x Z4 = <a,b,c | a* =c* =e, b? =a?,blab=a1>,

H={a,alb,b?c,ctac,alctabc,ablctc?} = c(G)=a(G)=c(GH)=2.

Beweis:
Abb. 32 zeigt den Graphen Y = X|n.

14.23. LEMMA:
G =(32.16) =<a,b,d | a* =b?=d* =¢e, d'bd = ba’> H = {a,at,d,d*,d?,db,da%b,b}
= ¢(G) = c(G,H) = 1.

Beweis:.

d-lab

14.24. LEMMA:
G =(32.17) =<a,b,d | a® =b? = d® = e, dbd = ba*>, H ={a,a’;b,d,ba,ba*,bda,bdas}.
= ¢(G) = c(G,H) = 1.
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Beweis:
Abb. 34 zeigt den Graphen Y = X|n.

0.‘4 cL

ba- b - ba bda

Q9 e

L'd o3

Abb. 34

14.25. LEMMA:
G=(32.18) =(a,c,d|a*=c?=d*=e, d'ad =ac>H ={a,a?,d,d?tad,a'd'c,a?d?a?c,c}

= ¢(G) = c(G,H) = 1.

Beweis:
Sei X_= X(G,H). Abb. 35 zeigt den Graphen Y = X|n.
c atc
2
d ot
°— « ] L 2 )
ot 4t d ot & ad
Abb. 35
14.26. LEMMA:

G =(32.20)=(a,c,d|a®=c?=d® =e, dad = ac>, H ={a,at,ad,a*dc,d,a?,a?}.
= ¢(G) =¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 36 zeigt den Graphen Y = X|n.

oﬁ'l
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14.27. LEMMA:

G =(32.28) =<a,c,d | a® = c? =e,d? = a*,d!ad = alc>, H = {a,a',d,d*,da,d*ac,a?a?a*
= ¢(G) =¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 37 zeigt den Graphen Y = X|n.

L 4

da

14.28. LEMMA:

G=(32.31)=<a,c,d|a*=c*=d? =e, dad = a'c>, H ={a,a?,d,da,dac?,c,c1}.
= ¢(G) =¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 38 zeigt den Graphen Y = XH|.

¢ ¢
{ |
aq d da dac a4
Abb. 38

14.29. LEMMA:
G = (32.32) =<a,bla®=¢e, b*=a% blab=a'> H={aa?b,b?bababab'a3b?a?.
= ¢(G) =c(G,H) =1.
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Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 39 zeigt den Graphen Y = X|n.

b . c} \;‘1
‘é:of’f g oo a1 Gla bo?
Abb. 38

14.30. LEMMA:
G = (32.37) = <a,b,c,d| a*=b?=c?=e,d? = a%,d'ad = a%,d*bd =bc>,
H ={a,a?,d,d,db,d*bc,dab,d*abc,b,c} = c(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 40 zeigt den Graphen Y = X|n.

dab o do'be

Q. e

b a
Abb. 40
14.31. LEMMA:
G = (32.38) = <a,b,c,d|a*=b?=c?=d’=e,dad = ac, dbd = a%b>,
H = <b,c,d,a,a',da,dac,db,da’b} = ¢(G) = ¢(G,H) = 1.
Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 41 zeigt den Graphen Y = Xa.
ot dotb b
dbs
dote o a d do.
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14.32. LEMMA:

G =(32.39)=<a,b,d|a*=b*=d?=e, dad = a’t, dbd = bla?>,
H ={a,al,b,bl,ab,a'b?a?d,db,da? b}. = c¢(G) = ¢(G,H) = 1.
Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 42 zeigt den Graphen Y = X|u

dbo dalh
d
al
b oC“
y BJ
«y/
b
Abb. 42

14.33. LEMMA:

G = (32.40) = <a,b,d| a*=b*=e,d?=b? d'ad=a?,dbd=a’b?*>,
H={a,alb,b?,dd?*db,d*a?b,dab,d?ah,ab,a'b?b? = c(G)=c(G,H)=1.
Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 43 zeigt den Graphen Y = X[

\

- a-!

dab

[ Y=}
o ¢ —-e0
2.

® A-1 0'1 b

Abb. 43
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14.34. LEMMA:

G =(32.41) =<a,b,d | a* =d* =b? = e, bab = ald? bdb = da?>,
H ={a,a,d,d?a?d?b,ba,bad?bd,ba?d'}. = c(G) = c(G,H) = 1.
Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 44 zeigt den Graphen Y = X|n

badt o

g
d/ ) o

bot & o\“‘//T '

g

d b o

b bd
Abb. 44

14.35. LEMMA:

G = (32.43) = <a,b,c,d| a>=b?=c?=d?=[a,b]=[a,c]=[a,d]= [b,c] = [b,d] = [c,d] = p, p? = &>,

H ={a,b,c,ab,abc,abd,bcd,abcd}*. = ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Abb. 45 zeigt den Graphen Y = X|k.

— 7 ob ot albsd

bed

Abb, 45



117 14. Der Cayleyindex der nichtabelschen, nicht-GDC-Gruppen,

14.36. LEMMA:

G =(32.46) = <a,b,c,d | a? = b? = ¢c?>=d*=e, d!ad = ab, d"'bd = bc>,
H ={a,b,c,d,d?,d?,da,d*abc,db,d*bc}. = ¢(G) = ¢(G,H) = 1.
Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 46 zeigt den Graphen Y = X|n.

Abb. 46

14.37. LEMMA:

G = (32.48)=<a,b,d |a®=b?=e,d?’=a*, bab=a®d'ad=ab> H = {a,a,a’,a?,a*d,d?,da,da'b}.
= ¢(G) =c(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 47 zeigt den Graphen Y = X|n.

a4

at o~

da 4@ A T
Abb. 47
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14.38. SATZ:
Sei G eine nichtabelsche, nicht verallgemeinert dizyklische Gruppe, deren Ordnung <32

ist. Ist dann G eine der Gruppen

(6.2) = DH(3) (16.11) = SPC(8,2;5)
(8.4) =DH(4) (18.5) = GDH(3,3)
(10.2) = DH(5) (24.7)=Q x Z3
(12.4) = A4 (27. 4)

(16.8) = GDCH(4) (32.15) = Q X Za,
soist c(G) = 2.

Ist G keine dieser Gruppen, so ist ¢c(G) = 1.

Beweis

Ist G = DH(3), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14.1.

Ist G = DH(4), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14.2.

Ist G = DH(5), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14.3.

Ist G = (12.4), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14,9.

Ist G = (16.8) = GDCH(4), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14.11.

Ist G = (16.11) = SPC(8,2;5), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14.13.
Ist G = (18.5) = GDH(3,3), so ist ¢(G) =2 nach Lemma 14.14.
Ist G =(24.7), so ist ¢(G) =2 nach Lemma 14.17.

Ist G = (27.4), so ist ¢(G) = 2 nach Lemma 14.20.

Ist G =(32.15), soist ¢(G) =2 nach Lemma 14.22.

Ist G keine dieser Gruppen, so folgt die Aussage aus Tabelle 3 zusammen mit den
Lemmas dieses Kapitels.
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15. Der Cayleyindex einiger anderer Gruppen

15.1. LEMMA:

G = (36.a) = A4 x Z3 =<a,b,c,d | a?>=b?=c3=d3=e,d'ad=b, d-*bd=db>,

H ={a,d,d*,da,d'ab,dbc,d'ac?,bc,bc'} = ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 48 zeigt den Graphen Y = X|n. Es ist N(a) N N(d) = {e,d"}
und N(a) N N(da) = {e,d%,da,d*ab,dbc, dtac?, bc,bc}.

Da a unter Ae(X) fest bleibt, bleibt auch H unter Ae(X) fest, wie aus der Struktur des
Graphen Y folgt. Also ist ¢c(G) = ¢(G,H) = 1.

dbc d da b
. a
e ° " o
b a @ Alab d ac
Abb. 48

15.2. LEMMA:

G = (36.b) = <a,b,d ) a’=b3=d*=e, dtad=b, d'bd=a'>, H = {a,a?,d,d*,da,d*b,d? }
= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 49 zeigt den Graphen Y = X1

Es ist Ae(X) |1 = A(Y) = {1}. Also ist ¢(G) = ¢(G,H) =1 nach Satz 3.11.

d’l

d'b a- @ a - :l da
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15.3. LEMMA:
G = (36.c) = GDH(6,3) = <a,b,d | a®=b3=d2=e, dad=a?,dbd=b>, H = {a,a’l,b,b?,d,da,db}

= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 50 zeigt den Graphen Y = Xu. Sei K = {a,d,b}. Dann bleibt K unter

Ae(X) fest. Da <K> = G ist, ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1 nach Satz 3.11.

Abb. 50

15.4. LEMMA:

G = (36.d) =<a,b,d | a?>=b?=d®=e,d*ad=b,d"bd=ab>, H = (a,d,d"*,d?b,d?ab,d%b,d"3b)

= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Sei K = {x € S2|p(x,H)=3}. Dann ist K = {da,d'a,d%ab,d%ab}. SeiM = H
UK.

Dann bleibt M unter Ae(X) stabil. Abb. 51 zeigt den Graphen Y = X|u. Aus der Struktur
des Graphen Y folgt, dalR3 Ae(X)|m = {1} ist. Nach Satz 3.11. ist dann ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

d

o - By
o Wb A

de o ddab d3al

Abb.51
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15.5. LEMMA:

G = (48.a) = <a,b,d | a*=b*=d3=e, d'ad = b, d''bd = alb1>,
H=.{a,alb,b?,d,d?*a?db,d*a?da?d*a%b?}. = c(G) = c(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 52 zeigt den Graphen Y = X|u Es ist Ae(X)|n = A(Y) = {1}. Nach
Satz 3.11. ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

<A
AR S .
o I3
/
y//
» -..”'// & 1
a1 d o
J»— -
do* doll?
 Abb, 52
15.6. LEMMA:

G = (48.b) = <a,b,c,d,s | a>=b?=c?=d?=s3=e, s'as=b,s'bs=ab s'cs = d,s*ds=cd>,

H = {s,s?,sh,s'a,sbd,s'ac,a,c,d,ad,bcd,abc} = ¢(G). c(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 53 zeigt den Graphen Y = X|u Aus der Struktur des Graphen Y
geht hervor, daRR.die Menge K = {a,d,s,s} unter Ae(X) fest bleibt. Da <K> = G ist,

ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1 nach Satz 3.11.
s sba

/

SL

&lo(
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bed

Abb. 53
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15.7. LEMMA:

G = (48.c) = <a,b,d,s| a*=b%=e, b?=d?=a?b'ab=a?stas=b, stbs=ab>,
H={a,atl,d,d*da,s,s?sa,sab?sd,s'd?'} = c(G) = c(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 54 zeigt den Graphen Y = X|u. Aus der Struktur des Graphen Y
folgt, dal? Ae(X)|n = {1} ist. Also ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1 nach Satz 3.11.

N . o
d s sa
std™
a s-! b 5d

&

da '
o ol

Abb. 54

15.8. LEMMA:

G = (54.a) = (27.4) x Z2 = <a,b,c | a®=b3=cb=¢,btab=ac?>,

H={a,a,b,b,ac?alc? abc?alb?c?c3bc3b'c’} = c(G)=c(GH)=1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 55 zeigt den Graphen Y = Xjn. Sei Ho = H — {c3,bc3,b*c%} und

Go = <a,b,c?>. Sei Xp = X(Go,Ho). Dann ist Go = (27.4) und Xo isomorph zu der in
Lemma 14.20. angegebenen ARR der Gruppe (27.4). Aus der Struktur des Graphen Y
folgt, daf® Ho unter Ae(X) stabil bleibt. Also bleibt auch Go unter Ae(X) stabil, und es ist
Ae(X)|co < Ae(X)) = {1, a} wobei a (a)= a* und a (b) = abc ist.

Qac ‘r‘ c—\ L 5 C-.-s
Q’S
[ANS otb) e g\ g—\ C'S
" Abb.55

Also folgt, dal? Ae(X) |n = {1} ist. Dann ist ¢(G) = c(G,H)= 1.
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15.9. LEMMA:

G = (54.b) = GDH(3,3) x Z3 =<a,d,b [ a®=b3=d®=e,d*ad=a?,d d*bd = b'1>,

H ={a,a,d,d!,d’b,d?b,d%a,d®b,d3} = c(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X=X(G,H). Sei K ={xeS2 |p(x,H)=3}. Dann ist K={d2,d-2,db-1,d-1b-1}. Sei M = HUK.
Abb. 56 zeigt den Graphen Y = X|u - E(X|k). Es ist N(a) N N(d) = {e,da’'} und

N(d3a) N N(d) = @. Da d unter Ae(X) fest bleibt, folgt, dal auch H unter Ae(X) fest bleibt.
Also ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

& 7% RS =L e A

15.10. LEMMA: [Wa 3, Theorem 2]

G = (54.c) = GDH(3,3,3) = <a,b,c,d ) a®=b®=c3=d =e,dad=a*,dbd=b"?,dcd=c? >,
H ={a,b,c,ab,ac,bc,d,da,db,dac'} = ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Sei L =<a,b,c>. Dannist L=2Z3% SeiHo=ENLund K=H - L.
Der Graph Go= X(L,Ho) ist die in Lemma 10.18. angegebene MRR der Gruppe L.
Sei M = N(K, Hpo) und N =K U M. Sei Y = X|s und Y1 = X|n - E(X|m). Abb.57 zeigt den
Graphen Yi. Wir zeigen nun, dal3 L unter Ae(X) stabil bleibt.

Es ist: p(x,H) = 2 fur x = dac™?

p(x,H) = 3 fur x € {d,dbt,ac,a*c?,bc,blct}

p(x,H) = 4 fur x € {ab,a*b %}

p(x,H) = 6 fur. x € {a,at,b,bt,c,c’,da}
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Weiter ist N(dact,H) N N(ab,H) = {} und N(dact,H) N N(a'bt,H) = {da}.
Daraus folgt nun, daB® dac unter Ae(X) fest bleibt, {ab, a-*b-'} stabil bleibt, und deshalb
auch da fest bleibt. Dann bleibt die Menge B = {a,at,b,b%,c,c'} unter Ae(X) stabil.

|Q-\
Nl ol |
»
(v §
P ' - — C»h‘
C dact da e ab
. \\\
< é\'
&'”; s! \\
. ey
Abb.57

Da <B> = L ist, bleibt nach Lemma 3.13. auch L unter Ae(X) stabil. Dann bleiben auch
die Mengen K, M und X stabil. Ist ®e Ae(X), so ist DLeAe(Xo) = Aut(L,Eo)

und ®.[{a,b,c}] ={ {a,b,c}, {a1,b1,c}}. Aus der Struktur des Graphen Y1 folgt nun, da? N
unter Ae(X) fest bleibt. Also ist nach Satz 3.11. ¢ (G) = ¢(G,H) = 1.

15.11. LEMMA:
G = (56.d) = <a,b,c,d [ a®=b?=c?=d’=e, d*ad=b, d*bd=c, d*cd=ab>, H = {a,b,c,bc,d,d'}.
= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.
Beweis:
Sei X = X(G,H). Sei K = {x € S2 | p(x,H) = 2}., Dann ist X = {ac,ab,db,d*a,d*b,dc,abc}.
Sei M = HUK. Dann bleibt M unter Ae(X) stabil. Abb. 58 zeigt den Graphen
Y = X|m-- E(X|«). Aus der Struktur des Graphen Y folgt, dal3 die Menge H unter Ae(X)
fest bleibt. Also ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

b be C Q
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15.12. LEMMA:
G = (64.a) = (32.15) x Z2 = Q X Za X Z2 = <a,b,c,d| a*=c* =d? =e, b? =a?, blab = a'l>,
H={a,alb,b?c,c?tac,alctabc,ab'c?tc? U(d<a,b,c>-{d,db,db?dbc,dbic?})
= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.
Beweis:
Sei X = X(G,H). Sei Go = <a,b,c>. Dann ist Go = (32.15) = Q x Z4. Sei Ho = H N Go und
K = H — Go. Dann ist K ={d,db,db?,dbc,db1c1}. Der Graph Xo = X(Go,Ho) ist die in
Lemma 14.22. angegebene ARR der Gruppe Go. Abb.50 zeigt den Graphen Y1. Es ist
Xo aus der Klasse Qz,6. Also bleibt Go unter Ae(X) stabil.
Ist @ € Ae (X), so ist P|Le Ae(Xo) = {1, a}, wobei a(a) = a?, a(b) = b und a(c) = c?ist.
Sei M = N'(K,Ho). Sei Y1 = X|x U M U E'(K,M). Die Menge N = K u M = V(Y1) bleibt
unter Ae(X) stabil. Aus der Struktur des Graphen Y1 folgt nun, dal? H unter Ae(X) fest
bleibt. Nach Satz 3.11. ist dann c(G) = ¢(G,H) = 1.

: o L

dy d db

d dbc
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Abb. 59
15.13. LEMMA:

G = (64.b) = Q x Q =<a,b,c,d| a*=c*=e,b’=a?d?=c?blab = a%, dlcd = c1>

H =<a,b,c> - {e,a,al,b,bt,c,ctac,alctabc,ab'c?,c?} U{d,d?db,d*b?da,dal}

= ¢(G) = ¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Sei Go = <a,b,c>. Dann ist Go = (32.15) = Q X Za. Sei Ho = H N Go und
K = H- Go. Der Graph Xo = X(Go,Ho) ist der Komplementéargraph der in Lemma 14.22.
angegebenen ARR der Gruppe Go. Sei M = N(K,Ho) und Y1 = X'k U M U E(K,M). Man
rechnet leicht nach, dal3 der Graph Xo in der Klasse Rz ist. Also bleibt Go unter Ae(X)
stabil. Ist ® € Ae(X), so ist D|L € Ae(Xo) = {1, a} wobei a(a) = a*,a(b) =b und a(c) =c?
ist. Abb. 60 zeigt den Graphen Y1. Aus der Struktur des Graphen Y1 folgt, dal3 H unter
Ae(X) fest bleibt. Nach Satz 3.11. ist dann c¢(G) = ¢(G,H) = 1.
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ctk
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15.14. LEMMA:
G = (64.c) = <a,b,c,d |a*=c*=e,b? =a?,d? =c?,btab=at,dlcd=c?,d bd = b'1>,
H = <a,b,c>- {e,a,al,b,b?c,ctac,alc?abc,ab’c?,c? U{d,d?!dab,d'ab,da,dal}.

= ¢(G) =¢(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Sei Go = <(a,b,c>. Dann ist Go = (32.15) = Q X Z4

Sei Ho=H N Go und K = H — Go. Der Graph Xo = X(Go,Ho) ist den Komplementargraph
der in Lemma 14.22. angegebenen ARR der Gruppe Go. Sei M = N(K,Ho‘) und

¢t
.\ dolo
\
o)
d™ o
Abb, &1

Y1=X|. UM U E(K,M). Der Graph Xoist nach Lemma 7.7. in der Klasse Rz6. Also
bleibt Goo unter Ae(X) stabil. Ist @ € Ae(X), so ist | € Ae(Xo) = {1, a}, wobei a(a) = al,
a(b) = b und a(c) = ctist. Abb. 61 zeigt den Graphen Y1. Aus der Struktur des Graphen
Y1 folgt nun, dafd H unter Ae(X) fest bleibt. Nach Satz 3.11. ist dann ¢(G) = ¢(G,H) = 1. *
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15.15. LEMMA:

G =(64.d) =<a,c,d | a* = c? = d® =e, d'ad =ac, d'cd = a?c>,

H ={a,a?,c,d,d?,da,d'ac,dc,d'a%c,d?,d?a?} = c(G)=c(G,H) =1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 62. zeigt den-Graphen Y = X]|n. Es ist Ae(X)|n = A(Y) = {1}. Nach
Satz 3.11.istc(G,H) =1
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Abb. 62

15.16. LEMMA:
G = (64.e) = <a,b,d| a*=b*=e, d*a?, dlad=ab?, d'bd=ab'>
H.={a,al,b,bl,d,d!,da,d*ab? db,dtab?b?} = ¢(G) = c(G,H) = 1.
Beweis:
Sei X = X(G,H). Abb. 63 zeigt den Graphen Y = X|n.
Es ist Ae(X)|n = A(Y) = {11}. Nach Satz 3.11. istc(G,H) =1

J:k d db
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WY dts e

&1
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Abb. 63
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5.17. LEMMA:

G =(72.a) = <a,b,d | a*=d°=e,b?=a?blab=a?d'ad=b,d'bd=a>,

H ={a,a?,d,d,d?d?d%a,d?b?,d%ab,d?a,db,d3b*} = c(G)=c(G,H) =1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 64 zeigt den Graphen Y = X|u. Aus der Struktur des Graphen Y
folgt, dafl? Ae(X)|n = {1} ist. Dann ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1 nach Satz 3.11.

T Addy

dg

a%a
Abb.64

15.18. LEMMA:
G =(75.a) = <a,b,d | a®=b5=d3=e,dtad=b,d*bd=a1b?1>,
H = (<a,b> - {e,b,b'}) U {d,d?,db,da?da?d*a’h?} = c(G) =c(G,H) = 1.
Beweis:
Sei L = <a,b>. Dannist L = Zs?. Sei x = X(G,H). Aus Lemma 7.7. folgt nun, daB L unter
Ac(X) stabil bleibt. Dann bleibt auch die Menge K = {b,b,d,d,db,d*a*,da?d*a%b?}
unter Ae(X) stabil. Abb. 65 zeigt den Graphen Y = X|n.
G b at Ny
. -9

T ) /\

Ty . "

Abb. 65
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Aus der Struktur des Graphen folgt, daR die Ecken da? und d'a2b? unter Ae(X) fest
bleiben. Sei ® € Ae¢(X), so daB ®|k# 1 ist. Dann ist: ®|x = <b,b1> <d,db> <d*,d1a*’>.
Sei N1(x) = N(X, H NL). Dann ist:

Ni(d) = {at,a’b?} Nz1(d?) = {a?}
Ni(db) = {a,a?b?} Ni(dta'} = {a’b1}
Ni(da?)= [a?b?,a?b?} N1(d'a%b?} = {a?, a?b}

Also ist ®(a?) = a’b* und d(a?b?) € { a,a?b?}.

Da {b,b1} unter Ae(X) stabil bleibt, bleibt auch {b?,'b?} nach Satz 3.16. unter Ae(X) stabil.
Also ist ®(a?b?) = ®(a?) darz2(b?) € {a?b,a?b?}. Das ist aber ein Widerspruch. Also ist
Ae(X)|H = {1}. Dann ist ¢(G) = ¢(G,H) = 1 nach Satz 3.11.

15.19. LEMMA:

G =(80.a) = <a,b,c,d,s | a? =b? =c? =d? =s® =e,stas=b,sbs=c, s'cs=d,s'ds=abcd>,

H = {s,s?,s%,s?,sh,s'a,a,b,c,ab,ac}. = c(G) = ¢c(G,H) = 1.

Beweis:

Sei X = X(G,H). Abb. 66 zeigt den Graphen Y = X|u. Sei K = {s,s,a,b}. Dann folgt aus
der Struktur des Graphen Y, daf3 K unter Ae(X) fest bleibt. Da <K> = G ist, ist nach Satz
3.11. ¢(G) = c(G,H) = 1.

Joc b '
./ s s
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Abb.66
15.20. LEMMA:

Sei G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 81. Dann ist ¢(G) = 1.

Beweis: [Im 6,Theorem 2]

15.21. LEMMA:
Sei G eine nichtabelsche Erweiterung der Gruppe Z3® durch die Gruppe Zp, wobei p 25

eine. Primzahl ist. Dann ist p = 13 und ¢(G) = 1.
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Beweis:
G ist semidirektes Produkt von Z3* mit Zp. Sei G = <Z3%,d>, wobei dP = e ist. Sei & der

von d auf Zz® induzierte Automorphismus. Dann ist f(d) € {1,3,9} und w(d) € {26,24,18}.
Da p | w(d) ist, ist p = 13. Nach [Im 6, Lemma 3] ist ¢(G) = 1.
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16. Der Cayleyindex von Erweiterungen von kleinen Gruppen,
die keine GRR besitzen

16.1. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe DH(3) durch die Gruppe Z, wobei p eine
Primzahl ist. Ist 0(G1) > 32, so ist G1 = DH(3) x Zp und ¢(G1) = 1.

Beweis:

Sei 0(G1) >32. Dannist p= 7. Sei G = (6.2) =DH(3) =<a,d | a3 =d?=¢, d'ad = a'l>,
Dann ist e(G) = exp(Aut(G)) = 6.

Seib e G1- G, sodald bP = e ist, und 3 der von b auf G induzierte Automorphismus.

Dann ist o(R) € {1,p}. Da o(B) | e(G) ist, ist 3 = 1.

Also ist G1 = DH(3) x Zp = SPC(3,2p;2). Dann ist ¢(G1) = 1 nach Satz 14.8.

16.2. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe DH(4) durch die Gruppe Zp, wobei p eine
Primzahl ist. Ist 0(G1) > 32, so ist G1 = DH(4) x Zp und ¢(G1) = 1.

Beweis:

Sei 0(G1) > 32. Dann ist p 5. Sei G = (8.4) =DH(4) =<a,d | a*=d?=¢e, d'ad = a>.
Dann ist e(G):= exp(Aut(G)) = 4. Sei be G1 - G, so dal3 bP = e ist, und 3 der von b auf G
induzierte Automorphismus. Dann ist o(3)e {1,p} und o(R3) | e(G). Also ist 3 = 1.

Dann ist G = DH(4) x Zp = SPC(4,2p;3) und c(G1) = 1.

16.3. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe DH(5) durch die Gruppe Zp, wobei p eine
Primzabhl ist. Ist 0o(G1) > 32, so ist ¢(G1) =1 und es ist

G1 = DH(5) x Zp, p= 5 oder

G1 = (50.a) = <a,b,d| a®=b°=d?=e, dad=a!, dbd=a'b>.

Beweis:

Sei 0(G1)2 32. Dannist p 2 5. Sei G = (10.2) = DH(5) = <a,d| a® = d? = e, dad = a'>.
Sei b € Gi1 - G und 3 der von b auf G induzierte Automorphismus.

Es ist e(G):= exp(Aut(G)) = 20.
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1. Sei p 2 7. Dann kann man 0.B.d.A. annehmen, dal3 bP = e ist. Dann ist o(3)e {1,p}.
Da o(R) | e(G) ist, ist B = 1. Dann ist G1 = DH(5) x Zp = SPC(5,2p;4) und ¢(G1) =1
nach Satz 14.8.

2 Sei p = 5. Dann kann man 0.B.d.A. annehmen, daB b® € {e,a} ist.

Ist b®= a, so ist o(B) = 25. Da dies nicht méglich ist, ist b> = e. Dann ist o(B) € {1,5}.
a) Ist o(B) = 1, so ist G1 = DH(5) x Zs = SPC(5,10;4) Dann ist ¢(G1) = 1 nach Satz
14.8.

b) Ist o(3) =5, so ist 0.B.d.A. 3(d) = da und 3(a) = a Dann ist:

G1 = <a,d,b| a®=d?=b°=e, dad=a,b*db=da>=(50.a). Nach Satz 12.21 ist dann
c(Gy)=1.

16.4. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (12.4) = A4 durch die Gruppe Zp, wobei
p eine Primzahl ist. Ist 0(G1) > 32, so ist ¢(G1) = 1 und = A4 X Zp mit p= 3.

Beweis:

Sei0(G1) >32. EsistG=<a,b,d]a?2=b?=d%=¢, d'ad = b, d'bd = ab>

Die Orbits von Aut(G) sind: O1 = {d,d*;da,d*ab;db,da;dab,d'b}, O2 = {a,b,ab}.

Es ist e(G) = exp(Aut(G)) = 12. Sei s € G1 - G und ¢ der von s auf G induzierte
Automorphismus. Ist ¢ # 1, soist p | o(@) | e(G).

Ist p =25, so ist G1 semidirektes Produkt von G mit Zp. Sei 0.B.d.A. angenommen,

dalR sP = e ist. Dann ist o(®) | e(G). Alsoist @ =1 und G1 = A4 X Zp, p = 5.

Istp=3und @ =1, soists®e Z(G) = {e}. Also ist dann G1 = As X Zs.

Istp=3und @ # 1, so sei 0.B.d.A. se{e,d}. Ist s3=d, so ist o(¢) = 9, was nicht moglich
ist. Also ist s® = e. Dann ist o(@) = 3. Da |O1|=8 ist, kann man 0.B.d.A. annehmen, dal
¢(d)=d ist. Da @ # 1 ist, ist ¢(a) # a. Dann ist ¢(a) € {b,ab}. Wahlt man nun s1 = sd bzw.
s1 =sd?, so ist s13 = e und fiir den von s1 induzierten Automorphismus @1 gilt @1 = 1.
Also ist dann wie oben G1 = A4 X Z3. Zusammengefasst ist G1 = A4 X Zp, p = 3.

Sei nun L = Z2p x Z2. Dann ist G1 Erweiterung der Gruppe L durch die Gruppe Zs. Also
ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.33.

16.5. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (16.8) = GDCH(4) durch die Gruppe Zp,
wobei p eine Primzahl ist.

Ist 0(G1)> 32, so ist ¢c(G1) = 1 und Gz eine der Gruppen (16.8) x Zp mit p = 3 oder

(48.c) = <a,b,d,s | a* =s®=e, b? =d? =a?, btab=a?, s'as = b, sbs =ab>
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Beweis:

Sei 0(G1) > 32. Dann ist p= 3. Es ist G = <a,b,d | a* = d°>= e, b? = a?,b'ab = a*,dbd=b* >
Da p = 3 ist, ist G1 semidirektes Produkt von G mit Zp.

Seise Gi1-G, so dal3 sP = e ist. Sei o der von S auf G induzierte Automorphismus. Ist o#
1,soistp | o(0). Esist e(G):= exp(Aut(G)) = 12 und o(o) ( e(G).

a)lsto=1,so0ist G1=G x Zp. Seidann L =<a,d,s>.

Dann ist L = Z x Z2 und G1 Erweiterung der Gruppe L durch die Gruppe Zo.

Dann ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.21.

b) Ist o # 1, so ist p = 3. Die Orbits von Aut(G) sind:

O1 ={a,al,b,bt,ab,ab}, O2 = {da,da}, Oz = {d,da?db,da?b,dab,dab}, Os = (a3.

Man kann nun 0.B.d.A. annehmen, daR o(a) = b, a(b) = ab und o(d) = dab? ist.

Dann ist
G1 =<a,b,d,s|a*=d?=s3=e,b?=a?,btab=a?,dbd=b", s'las=b, s'bs=ab, s'ds=da'b>
= <a,b,d,sl a*=s3=e,b?= d?=a?,btab=a,dbd=b?,......... > = (48.c).

Dann ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 15.7.

16.6. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (16.11) = SPC(8,2;5) durch die Gruppe
Zp, wobei p eine Primzahl ist.

Ist 0(G1)> 32, so ist ¢(G1)=1 und Gi1 =(16.11) x Zp = SPC(8,2p;5), p = 3.

Beweis:

Sei 0(G1)> 32. Dann ist p=3. Es ist G =<a,b|a®= b%= e, bab = a®> und
e(G):=exp(Aut(G))=8.

Da p=3 ist, ist G1 semidirektes Produkt von G mit Zp. Sei se G1 - G, so dal3 sP = e ist,
und

o der von s auf G induzierte Automorphismus.

Isto #1, soist p = 0(0) | e(G). Also ist o = 1. Dann ist G1 = (16.11) x Zp = SPC(8,2p;5)
und ¢(G1) = 1 nach Lemma 14.8.

16.7. LEMMA:
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (18.5) = GDH(3,3) durch die Gruppe Z2.
Dann ist ¢(G1) = 1.

Beweis:
Esist G =<a,b,d |,a®=bs®=d?=¢e, dad = a’, dbd = b''>. Sei se G1 - G. Dann kann man

0.B.d.A. annehmen, daf s? € {e,d} ist. Sei o der von s auf G induzierte
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Automorphismus. Die Orbits von Aut(G) sind O1 = {a,b,ab,ab!}, Oz = [d}<a,b>.
Da | O2| = 9 ist, kann man 0.B.d.A. annehmen, dal’ o(d) = d ist. Ferner kann man
0.B.d.A. annehmen, dal3 o(a) € [a,b} ist.
1) Sei s? = e. Dann ist 02 = 1.
a) Sei o(a) = a. Dann kann man 0.B.d.A. annehmen, daf} a(b)e {b,b} ist.
Ist o(b) = b, soist G1 = G x Z2. Sei dann L =<a,b,s>. Dannist L = Zs x Z3 und G1
Erweiterung der Gruppe L durch die Gruppe Z2. Also ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 14.8.
Ist <S(b) = b, so sei U =<a,b,s>. Dann ist U = (18.3) = SPC(3,6;2) und c(U) = 1 nach
Lemma 14.8. Da G1:U = 2 ist, ist ¢(G1) = 1 nach Satz 9.11.
b) Sei o(a) # b. Dann ist o(b) = a. Sei U = <a,b,s>. Man Uberlegt sich leicht,
dal’ dann U = (18.3) = SPC(3,6;2) ist. Also ist wie oben c(G1) = 1.
2) Sei s? =d. Dann ist o °= inv. Ferner ist 0.B.d.A. a(a) = b und o (b) = a. Also ist dann
Gi=<ab,slai=b3=s*=¢g, stas =b?, sths = al>=(36.b).

Dann, ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 15.2.

16.8. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (18.5) = GDH(3,3) durch die Gruppe Zp,
wobei p = 3 eine Primzahl ist. Dann ist ¢(G1) = 1.

Beweis:

Esist G =<a,b,d ] a® = b® = d? = e,dad=a, dbd=b'>. Es ist exp(Aut(G))|24. Sei seG1-G.
1) Sei p =2 5. Dann ist die Erweiterung direktes Produkt von G und Zp. Also ist ¢(G1) =1
nach Satz 12.21.

2) Sei p = 3. Dann kann man 0.B.d.A. annehmen, daB s € <a,b> ist.

Sei o der von s auf G induzierte Automorphismus. Dann ist o(<a,,b>) = <a,b>.

Sei U =<a,b,s>. Dann ist |U| = 27 und G1:U = 2.

Ist U abelsch, so ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.21. Ist U nichtabelsch, so ist U eine der
Gruppen (27.4), (27.5). Ist U = (27.4), so ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 16.22. Ist U = (27.5),
so ist c(U) = 1 nach Lemma 14.8. Dann ist ¢(G1) = 1 nach Satz 9.11.

16.9. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (24.7) = Q X Zs3- durch die Gruppe Z>.
Dann ist ¢(G1) = 1.

Beweis:

Esist G =<a,b,cl] a* =c® = e, b? = a?, blab = a'l>. Sei Go = <a,b>. Dann ist Go = Q.

Sei s € Go - G und o der von s auf G induzierte Automorphismus. Dann kann man
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0.B.d.A. annehmen, daR s? € Go ist. Go bleibt unter o stabil, und es ist o(c)-€ {c,c}. Es
gibt nun ein x € {a,b,ab }, so daB o(x) # x,x* ist. Man kann annehmen, daR x = a ist. Ist
o(a) = al, so sei s' = sh. Dann ist seGo und fiir den zu s' gehérenden Automorphismus
o' gilt:o'(a)=a.
Also kann man 0.B.d.A. annehmen, dal3 o(a) = a ist.
Dann ist s?e Zentr(a) = <a>. Sei 0.B.d.A. s? € {e,a}. Sei U = <a,c,s>. Dann ist |U|= 24.
1) Ist o(c) = c, so ist U abelsch und eine der Gruppen Zi2 X Z2, Zs x Z2. Dann ist ¢(G1) =
1 nach Lemma 12.21.
2)Isto (c)=c, soist U=<a,c,s|a*=c3=s? =g, scs=c'> = SPC(12,2;7)=(24.8) oder
U=<c,ss|a®8=cd =g, stcs=ct>=SPC(3,8;2)=(24.14).
Dann ist c(U) = 1 nach Lemma 14.8. und ¢(G1) = 1 nach Satz 9.8.

16.20. LEMMA:
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (24.7) = Q x Zs durch die Gruppe Zp,
wobei p = 3 eine Primzahl ist. Dann ist ¢(G1) = 1.
Beweis:
Esist G = <a,b,c | a* = c3=e, b? = a2, blab = a’’>. Sei Go = <a,b>. Dann ist Go = Q.
Sei s € G1 - G und o der von s auf G induzierte Automorphismus. Dann ist 0[Go] = Go
und o(c) = c.
1) Ist p 2 5, so ist die Erweiterung semidirektes Produkt. Sei 0.B.d.A. sP =e. Isto # 1, so
ist o(0) = p. Da exp(Aut(G)) = 12 ist, ist also o = 1. Dann ist G1 = Q X Zap.
Sei L =<a,c,s>. Dann ist L = Zi2p und. G1 Erweiterung von L durch Zz. Also ist ¢(G) =
1 nach Satz 12,21.
2) Sei p = 3. Dann kann man 0.B.d.A. annehmen, daB s € {e,c} ist.
a)Isto=1, soist G1 = Q x Z3? oder G1 = Q x Zo. Sei dann L = <a,c,s>. Dannist L =
Z12 X Zz oder L = Zzs. G1 ist Erweiterung von L durch Zz. Also ist ¢(G1) = 1 nach Satz
12.21.
b)Ist o # 1, so kann man 0.B.d.A. annehmen, dal3 o(a) = b und o(b) = ab ist. Dann ist
G1 eine der Gruppen
(72.b) = <a,b,c,s| a*=c3=s3=e,b?=a? blab=alstas=b, sths=ab> = (24.12) x Zs3
und
(72.a) = <a,b,s | a*=s’=e,b?=a?,b'ab=a?,s'as=b,sbs =ab>.
Ist G1 = (72.a), so ist ¢(G1) = 1, da nach Lemma 14.19. c((24.12)) = 1 ist.
Ist G1 = (72.b), so ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 15.15.
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16.21. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe (27.4) durch die Gruppe Z2. Dann ist
c(G1)=1.

Beweis:

Esist G = (27.4) =<a,b,c | a® = b3 = c3 = e, btab = c>. Die Orbits von Aut(G) sind:

O1 = G- {c,ct,e}, O2 = {c,c'}. Die Erweiterung ist semidirektes Produkt. Sei s €G1 - G,
so daR s? = e ist. Sei o der von s auf G induzierte Automorphismus.

l)Isto=1,soist G1 =G x Z2. Sei dann L = <a,c,s>. Dann ist L = Zs x Z3 und G1
Erweiterung von L durch die Gruppe Zs. Dann ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.33.

2) Sei also o # 1. Dann gibt es ein x €G, so dafl} o(x) & {X,x!} ist. Man kann 0.B.d.A.
annehmen, daB3 x = abctist. SeiH ={a,b,ac,abc,at,b?t,a’c?tab’c}undX=X(G,H).
Nach Lemma 14.20. ist dann X eine ARR von G und Ae(X) = {1,a}, wobei a(a) = a1, a(b)
= abc und a(c) = ctist. Die Elemente e,abc,abc sind die einzigen, die unter a fest
bleiben.

Also ist oa(abct) #o(ab'c?t) # ao(ab?c?). Daraus folgt, daB ca # ac ist. Da G € Sz.1

ist, ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 8.8.

16.22. LEMMA:

Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (27.4) durch die Gruppe Zp, wobei p= 3
eine Primzahl ist. Dann ist ¢(G1) = 1.

Beweis:

Esist G =<a,c,b|a®=c3=b3=¢, blab=ac>.

1) Ist p = 3, so ist G1 eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 81 und ¢(G1) = 1 nach
Lemma 15.18.a.

2)Ist p 2 5, so ist die Erweiterung semidirektes Produkt. Sei s € G1 - G, so dal3 sP-= e ist.
Sei o der von s auf G induzierte Automorphismus. Die Orbits von Aut(G) sind

01=G - (e,c,c!}, O2 ={c,c1}. Also ist (c) = c. Sei F1 = F(g) N O1 und f1 = [F4].

Sei W1 =W(0o) N O1und w1 = |W1|. Dann ist f1 € {0,6} und w1 € {24,18}.

Isto # 1, soist p = o(0)|wa. Also ist 0 =1. Dann ist G1 = (27.4) X Zp. Sei L = <a,c,s>.
Dann ist L = Z3p X Z3 und G1 Erweiterung der Gruppe L durch die Gruppe Zs.

Nach Satz 12.33. ist ¢c(G1) = 1.

16.23. LEMMA:
Die Gruppe G sei Erweiterung der Gruppe G = (32.15) = Q x Za durch die Gruppe Z2.
Dann ist ¢(G1) = 1.
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Beweis:

Esist G =<a,b,c|a*=c*=e,b?=a?%blab = a'>. Sei Go=<a,b>. Dannist Go = Q.

Die Orbits von Aut(G) sind

O1={e,c}(Go—{e,a?}),02={c,c}Go - {e,a?}),03={c,c*,ca?,ca?}, Os={a?}, Os={c?},06

={a?c?}.

1) Ist G1 = G X Z2, S0 sei L = Z4? x Z2. Dann ist G1 Erweiterung von L durch Z2. Also ist
c(G1) =1 nach Satz 12.21.

2) Fureind € G1 - G sei d? € O1 U O2. Sei 0.B.d.A. d? e{a,ac}. Sei U=<d,c>.
Dannist [U|=32und U < G.
a)lstd(c) =c, soist U =Zg* Za.
b)Ist &(c) = ¢%, so ist U = SPC(4,8;3).
c)Ist d(c) = a?c, so ist U = SPC(8,4;5) oder U = <d,c | d® = c*= e, dlcd = c1d*>.
d)Ist 5(c) = a’c?, soist U = SPC(8,4;5) oder U =<d,c | d® = c*=e, dlcd = cld*>..
Ist U abelsch, so ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.21. Ist U nichtabelsch, so ist c(U) = 1, da
U keine GDC-Gruppe und nicht die Gruppe Q x Zaist. Dann ist ¢(G1) = 1 nach Satz
9.8.

3)Furallede G1-Gseide G- (01U O2). Dann kann man durch geeignete Wahl von
de G1 - G erreichen, dal? 0.B.d.A. d(a) = aist. Sei U = <a,c,d>. Dann ist [U| = 32 und
U < Gi1. Man kann nun 0.B.d.A. annehmen, daR &(b)e{e,c,c?} ist. Ist d? # c? oder
O(c) = ¢, soist U eine abelsche Gruppe oder eine nichtabelsche Gruppe mit c(U) =
1. Ist d? = ¢ und d(c) = ¢, so ist U = Q x Z4. Dann kann man 0.B.d.A. annehmen,
daB 3(b) € {b,bc?} ist. Dann ist G1 eine der Gruppen
(64,b) = <a,b,c,d | a*=c*=e,b’=a?,c?>=d? blab=a?dcd=c’>
(64.c) = <a,b,c,d | a*=c*=e,b?=a?,c?=d?b'ab=a?, d'cd=c?,dbd=bc*>
ist U abelsch, so ist ¢(G1) = 1 nach Satz 12.21. Ist c(U) = 1, so ist ¢(G1) = 1 nach Satz
9.8. Ist G1 = (64.b), so ist ¢(G1) = 1 nach Lemma 15.13. Ist G1 = (64.c), so ist ¢(G1) =
1 nach Lemma 15.14.

16.24. LEMMA:
Die Gruppe G1 sei Erweiterung der Gruppe G = (32.15) = Q x Z4, durch die Gruppe Zp,

wobei p = 3 eine Primzahl ist. Dann ist ¢(G1) = 1
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Beweis:

Esist G =<a,b,c|a*=c*=¢e, b?=a? blab=a?!>. Die Orbits von Aut(G) sind:
0O1={a,b,ab,ac?bc?abc?}*1, O2=cO1, Os={c,ct'ca?c'a?}, O4 ={a?}, Os = {c?}, Os = {a’c?}.
Die Erweiterung ist semidirektes Produkt. Sei d €G1 - G, so dalR dP = e ist.

Sei d der von d auf G induzierte Automorphismus.

Istd =1, soseilL =<a,c,d>. Dannist L = Zsp X Zaund G1 Erweiterung von L durch die
Gruppe Z2.

Sei also 6 # 1. Dann ist 0(d) = p. Da exp(Aut(G)) = 12 ist, ist p = 3.

Es ist nun d(c) = c und d(a) ¢ {a,a*,ac?,a'c?. Seialso 0.B.d.A. 3(a) =b.

Dann ist 3(b) € {ab,ab*,abc?,ab*c }. Sei H = {a,al,b,bt,c,ctac,a?t c?tabc,ab? ct,c?}
Sei X = X(G,H). Dann ist nach Lemma 14.22. X € S31 und Ae(X) = {1,a}, wobei a(a) = a
L a(b) =bund a(c) = clist. Esist nun d # 1. Weiter ist ada(a) = ad(a!) = b. Also ist
ada(a) # d(a) und ada (a) # d(a). Daraus folgt, daB ada# & und ada # & ist. Also sind
die Voraussetzungen von Satz 8.14. erfullt und es ist ¢(G1) = 1 nach Satz 8.14.

16.25. SATZ:

Sei G eine nichtabelsche, nicht verallgemeinert dizyklische Gruppe mit o(G) <32 und
c(G) = 2. Die Gruppe G sei Erweiterung von G durch die Gruppe Zp, wobei p = 2 eine
Primzahl ist. Ist o(G1) > 32, so ist ¢(G1) = 1.

Beweis:

Die nichtabelschen,nicht verallgemeinert dizyklischen Gruppen mit o(G) < 32 und c¢(G) =
2 sind nach Satz 14.38. die Gruppen

(6. 2) = DH(3), (8. 4) = DH(4), (10. 2) =DH(5), (12.4) = A4, (16.8) = GDCH(4),

(16.11) = SPC(8,2;5), (18.5) = GDH(3,3), (24.7) = Q x Z3, (27.4), (32.15) = Q * Za.

Die Behauptung folgt nun aus den Lemmas dieses Kapitels.
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IV. DER HAUPTSATZ UBER DAS GRR-PROBLEM FUR
AUFLOSBARE GRUPPEN
17. Der Hauptsatz

17.1. SATZ:

Sei G eine nichtabelsche, nicht verallgemeinert dizyklische auflosbare Gruppe. Ist dann
G keine von zehn Ausnahmegruppen, deren Ordnung samtlich < 32 ist, so besitzt G
eine GRR.

Die Ausnahmegruppen sind:

(6.2) = DH(3) (8.4) = DH(4)

(10.2)- = DH(5) (12.4) = As

(16.8) = GDCH(4) (16.11) = SPC(8,2;5)
(18.5) = GDH(3,3) (24.7)=Q X Z3
(27.4) (32.15) = Q X Za

Far alle Ausnahmegruppen G ist c(G) = 2.

Beweis:

NIst o(G) =< 32, so folgt die Aussage aus Satz 14.38.

II) Sei also o(G) > 32.

Sei K = (Ug,Uz,.....,Um) eine Kompositionsreihe der Gruppe G.

Seii€{2,3,....,m-1} so gewahlt, daR gilt:

1) o(Ui+1) > 32.

2) Unter den Gruppen Uj,, i+1 < j < m, gibt es keine abelschen und keine GDC-Gruppen.

3) Es ist Ui abelsch oder Ui eine GDC-Gruppe oder o(Ui) < 32.

Dann ist i durch die Bedingungen 1) - 3) eindeutig bestimmt.

a) Ist Ui abelsch, so ist c(Ui+1) = 1 nach Satz 12.35.

b) Ist Ui GDC-Gruppe, so ist c(Ui+1) = 1 nach Satz 13.4.

c) Ist o(Ui) <32 und c(Ui) = 1, soist ¢(Ui+1) = 1 nach Satz 9.11.

d) Ist o(Ui) < 32, c(Ui) = 2 und Ui eine nichtabelsche, nicht verallgemeinert
dizyklische Gruppe, so ist c(Ui+1) = 1 nach Satz 16.25.

Also ist stets c(Ui+1) = 1. Durch mehrfache Anwendung von Satz 9.11. folgt nun,

dal’ ¢c(G) = 1 ist.
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Zusammenfassung der Ergebnisse
Uber reguléare graphische Darstellung von auflésbaren Gruppen
Die Menge aller auflésbaren Gruppen wird in finf Klassen eingeteilt. Jeder dieser
Klassen laft sich eine Zahl ¢ zuordnen, so dalf3 fur alle Gruppen G aus der Klasse - bis
auf endlich viele Ausnahmegruppen - gilt: ¢c(G) = c.
Die funf Klassen und ihre Ausnahmegruppen sind:
I) GQ-Gruppen Q x Z2", ne N: c=4
Ausnahmegruppen:
G=(8.5) = Q mit c(G) = 16 G=(16.7) = Q * Zamit c(G) = 16
II) GDC-Gruppen, die keine GQ-Gruppen sind: c=2
Ausnahmegruppen:
G=(12.5) = DC(6) mitc(G) =4 G= (16.10)= GDC(4,2) mitc(G) =4
G=(16.14)=DC(8) mitc(G) =4 G= (20.5) = DC(10) mitc(G) =4
[II) Abelsche Gruppen G mit exp(G) > 2: c=2
Ausnahmegruppen:
G=(8.2)=Zsx Zomitc(G) =6 G=(9.1) =Z3? mitc(G) =8
G=(16.2) = Za X Z2? mit ¢(G) = 8 G=(16.3)=Z+42mitc(G) =4
G=(27.1)= Z3® mit ¢(G) = 12
IV) Abelsche Gruppen L = Z2", n € N: c=1
Ausnahmegruppen:
L=(4.1) = Z2? mitc(L) = 2 L=(8.1)=Z2*mitc(L) =6
L= (16.1) = Z>*mit c(L) = 8
V) Nichtabelsche, nicht-GDC-Gruppen: c=1
Ausnahnegruppen:
G= (6.2) = DH(3) mit c(G) =2
G= (8.4) = DH(4) mit c(G) =2
G= (10.2) = DH(5) mit c(G) =2
G=(12.4) = Aamit c(G)= 2
G=(16.8) = GDCH(4) mit ¢c(G)= 2
G= (16.11) = SPC(8,2;5) mit c(G)=2
G= (18.5) = GDH(3,3) mit c(G)=2
G=(24.7) = Q x Zz mit ¢(G)=2
G= (27.4) mit c(G)=2
G= (32.15) = Q x Z4 mit ¢(G)=2,
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ANHANG 1: Tabellen

Legende zu den Tabellen 1 -4

TABELLE 1:

Spalte 1

Gruppennummer

Gruppenbezeichnung

Cayleyindex c(L)

Standarderzeugendensystem = ES einer Standardreprasentation

H*, so daB fur H:= H* U (H*)? gilt c(L,H) = c(L)

Machtigkeit |H| von H

a(H)

n2, so dal L € San2 ist

O 0| N| o O | WO DN

n3, so dal L € Sz n3 ist

[ERN
o

n4, sodalR L € Smna fur alle m =4 ist

[EE
=

Nummer des Lemmas, in dem c(L) bestimmt wird

TABELLE 2:

Spalte 1

Gruppennummer

Gruppenbezeichnung

Cayleyindex c(G)

Erzeugendensystem der Gruppe

Erzeugende Relationen der Gruppe

H*, so daB fur H:= H* U (H*)! gilt ¢(G,H) = ¢(G)

Mé&chtigkeit |H| von H

0| N O O A WO N

Nummer des Lemmas in dem ¢(G) bestimmt wird.
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TABELLE 3:

Spalte 1 Gruppennummer

2 Gruppenbezeichnung

3 Cayleyindex c(G) der Gruppe G

4 Erzeugendensystem der Gruppe

5 Erzeugende Relationen der Gruppe

6 H*, so daR fur H:= H* U (H*)? gilt ¢(G,H) = c(G)

7 Méachtigkeit |H| von H

8 a(H)

9 N2, so dalB L € Szn2 ist.

10 Zentrum Z(G) der Gruppe

11 UntergruppenUvon GmitG:U=2und c(U) =1

12 Nummer des Lemmas, in dem c¢(G) bestimmt wird
TABELLE 4 :

Spalte 1 Gruppennummer

2 Gruppenbezeichnung

3 Bezeichnung nach [Co-Mo 1, Table 1, p 134ff]

4 Bezeichnung nach [Ha-Se 1]




TABELLE 1: Die nicht zyklischen abelschen Gruppen, deren Ordnung < 48 ist.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Grp-Nr |Grp-Bez |c(L) |Std-ES H*, c(L,H)=c(L) [H  |a(H) n; ns3 N4 Lemma
4.1 (2,2) 2 ab a 1 |0 0 0 1 10.2
8.1 (2,2,2) 6 a,b,c a,b,c 3 0 0 0 2 10.3
8.2 4,2) 6 a,b a,b 3 0 0 0 2 10.13
9.1 (3,3) 8 a,b a,b 4 1 0 0 2 10.14
12.1 (6,2) 2 ab ab 3 |0 2 1 4  [10.12
16.1 (2,2,2,2) |8 a,b,c,d a,b,c,d,ab,ac,bd 7 2 1 1 4 104
16.2 (4,2,2) 8 a,b,c a,b,c,bc,a’c,a? 7 2 1 1 4 10.15
16.3 (4,4) 4 a,b a,b,ab,a? 7 2 1 1 4 10.16
16.4 (8,2) 2 .a,b a,b 3 0 4 3 6 10.12
18.1 (6,3) 2 a,b a,b,a?,ab 8 3 2 1 5 10.17
20.1 (10,2) 2 a,b a,b 3 0 6 4 8 10.12
24.1 (6,2,2) 2 a,b,c a,b,c,ab,a® 7 0 4 3 8 10.18
24.2 (12,2) 2 ab ab 3 0 8 5 10 |10.12
25.1 (5,5) 2 a,b a,b,a,ab,ab 10 |2 3 2 7 10.19
27.1 (3,3,3) 12 a,b,c a,b,c,ab,ac,bc 12 |5 3 2 8 10.20
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Grp-Nr |Grp-Bez |c(L) |Std-ES H*, c(L,H)=c(L) [H  |a(H) n; N3 Ny Lemma
27.2 (9,3) 2 a,b a,b,ab,a 8 2 6 4 9 10.21
28.1 (14,2) 2 a,b a,b 3 0 10 7 12 10.12
32.1 Z° 1 a,b,c,df a,b,c,d,f,ab,ac,bc,df,abc,bcd,af |12 |4 5 3 10 |10.5
32.2 (4,2,2,2) |2 a,b,c,d a,b,c,d,ab,ac,ad,a?b,bc 13 |2 tl 3 9 10.22
32.3 (4,4,2) 2 a,b,c a,b,c,ab,bc,a? 10 4 7 5 11 10.23
324 (8,2,2) 2 a,b,c a,b,c,a?,a%b 8 0 7 5 11 10.37
325 (8,4) 2 a,b a,a?,as,b,ab,b? 11 5 7 4 11 10.37
32,6 (16,2) 2 a,b a,b 3 0 12 8 14 10.12
36.1 (6,6) 2 a,b a,b,a?,a3,b?,ab ii 5 9 6 13 10.37
36.2  |(12,3) 2 a,b a, b, a%,a3, ab 10 3 9 6 13 [10.37
36.3 |(18,2) 2 a,b a,b 3 0 14 9 16 [10.12
40. 1 (10,2,2) |2 a,b,o0 a,b,c,a?,a%b 8 0 11 7 15 10.37
402  [(20,2) 2 ab’ a,b 3 0 16 11 18 [10.12
441 |(22,2) a,b a,b 3 0 18 11 20 [10.12
45.1 (15,3) a,b a,b,a?,a3 ba. 10 3 13 9 18 10.37
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TABELLE 2: Die GDC-Gruppen, deren Ordnung < 32 ist.

1 2 3 4 5 6 7 3
GrpNr  |Grp-Bez c(G) ES Erzeugende Relationen H*, ¢(G,H) = c(G) [H| Lemma
8.5 DC(4) 16 a,b a‘ = e, b%=a?, blab=a' a 2 11.1
125 DC(6) 4 a,b as=b’= e, blab=a? a,b 4 11.8
16.7 GDC(4,2) 16 a,b,c a‘=c2=e,b%=a?, blab=al a,b,c,a? 6 11.2
16.10 GDC(4,2) 4 a,b a* =b* =e, b'lab=al a,b,ab 6 11.9
16.14 |DC(8) 4 a,b a®= e, b?= a*, blab=a a,b 4 11.10
20.5 DC(10) 4 a,b a®= b*=e, blab=al a,b 4 11.11
24. 9 GDC(6,2) 2 a,b ab=b%=e, blab= al a,b,ba,ba3 3 11.12
24.15 |DC(12) 2 a,b al’= e, b?= ab, blab=a? a,b,ba,bad 3 11.6'
28.4 DC(14) 2 a,b al4=e,b?=a?, blab=al a,b,ba,ba3 3 11.6
32.9 GDC(4,2,2) 4 a,b,c,d a‘=c2=d?=e,b%=a?, b'lab=al a,b,ab,ac,bc,bcd,c,d 14 11.3
32.12 |GDC(4,2,2) |2 a,b,c a‘=b*=c?=e, blab=a? a,b,ba,bc,c 9 11.16
32.23 GDC(8,2) 2 a,b,c as= c2=e, b%2= a%, b'lab=al a,b,ba,bc,c 9 11.14
32.29 GDC(8,2) 2 a,b as=b?* = e, blab=al a,b,ba,ba3 3 11.7
32.35 |GDC(4,4) 2 a,c,b a‘= c’= e, b?=a?, blab=a* a,c,ac,b,ba,bc,c? 13 11.15
32.51 DC(16) 2 a,b al®= e, b%= a2, blab=a? a,b,ba,ba3 3 11.6
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TABELLE 3: Die nichtabelschen, nicht-GDC-Gruppen, deren Ordnung < 32 ist.(1)

1 2 3 4 5 6 7 38 9 10 11 12
Grp-Kr  |Grp-Bez c(G) |[ES Erzeugende Relationen H* [H| na Z(G) Lemma
6.2 DH(3) 2 a,d a®=d? =e, dad=a"! d,da 2 0 0 {e} 14.1
8. 4 DH(4) 2 - a,d a* =d? =e, dad=a! d,da 2 0 1 Z> 14.2
10.2 DH(5) 2 a,d a®=d? =e, dad=a! d,da 2 0 2 {e} 14.3
12.3 DH(6) 1 a,d ab=d?= e, dad=al a,d,da,da3 5 2 1 Z> 14.4
12. 4 As 2 a,b,d a’=b?=d%=e, dlad=b, d*bd = ab a,d 3 0 2 {e} 14.9
14.2 DH(7) 1 a,d a’=d? =e, dad=a! a,d,da,da’ 5 2 2 {e} 14.4'
16.6 GDH(4,2) 1 a,d,c a* =d? =c? =e, dad=a! a,d,da,da’c 5 0 2 222 14.10
16.8 GDCH(4) 2 a,b;d a‘= d?=e, b?=a?, b'tab=al,d'bd =b? a,d,db,dab 5 0 2 Z> 14.11
16. 9 - 1 a,c,d a8=d’= e, c=d?,dtad=ac a,d,ad,a? 6 2 2 722 14.12
16.11 SPC(8,2;5) 2 a,b at=b?=e, bab=a>[No-Wa 1, Prop 3.1] a,a2,b 5 0 2 Z4 14,13
16.12 DH(8) 1 a,d a8 =d? =e, dad=a! d, da, da?, da 4 0 3 Z> 145
16.13 SPC(8,2;3) 1 a,b a®=b?= e, bab=a3 a,b,ba,ba 5 2 3 Z> 14.8
18.3 SPC(3,6;2) 1 a,b as=h®= e, blab= a1l b,b%a,b3a 5 1 4 14.8
18.4 DH(9) 1 a,d a’=d?=e,dad=a"! d,da,da® 3 0 5 14.6
18.5 GDH(3,3) 2 a,b,d a’=b3=d?=e,dad=a",dbd= a,d,da,db 5 0 3 14.14
20.3 DH(10) 1 a,d al%=d?=e,dad=a’ d,da,da® 3, 0 6 14.6
20.4 SPC(5,4;2) 1 a,b a®=b4=e, blab=a? b.b%a 3 0 6 14.8
21.2 SPC(7,3;2) 1 a,b a’= b3=e, blab= a2 a,b,ba,ba3 3 3 3 14.8
22.2 DH(11) 1 a,d all =d2 =e, dad=a! d,da,das 3 0 7 14.6
24.4 As X Z2 1 a,b,d a? =b? =d°=e, d*ad=b, d-*bd=ab a,d,bd® 4 0 7 14.15
24.5 GDH(6,2) 1 a,c,d a% =c? =d =e, dad=a a,d,da,das,c 6 0 6 (12.3) 14.16
24. 6 SPC(12,2;7) 1 a,b al? =b? =e,bab=a? a,ba’b,ba’ 6 2 6 14.8
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Grp-Kr  |Grp-Bez c(G) |ES Erzeugende Relationen H* [H| w n2 Z(G) Lemma
24.7 Q *Zs3 2 a,b,c a‘=c3=e, b’=a?,blab=a? a,ac,bc 6 1 6 14.17
24. 8 SPC(12,2;5) 1 a,b al?=ph?=e, bab=a a,b,ba 5 2 7 14.8
24.10  |DH(12) 1 a,d al?=d’=e,dad=a’l d,da,dad 3 0 8 (12.3) [14.6
2411 S 1 labed a% =b=c=d*Ze, clac=be, ded=c, ded=c=, | | eb 3 o 8 14.18
dbd=a
2012 | 1 |abd a'=dze, b*=a’ braba, d”ad=b, a,d.da? 6 I 6 14.19
d-*bd=ab
24.13 GDCH(6) 1 a,b,d ab=d?=e,b?=a3,blab=a?, dbd=b1! b,da,dba 5 1 7 (12.3) 14.19
24.14 SPC(3,S;2) 1 a,b as=b8=e,blab=al b,b3,ba,b%a 8 1 4 14.8
25.2 DH(13) 1 a,d ald=d?=e,dad=al d,da,das 3 9 14.6
27.4 - 2 a,c,b ad=c3=bS3=e,blab=ac a,b,ac,abc 8 1 5 14.20
27.5 SPC(9,3;7) 1 a,b a%=b3=e,blab=a’ a,b,ba 6 1 7 14.8
23.3 DH(14). 1 a,d al'= d%= e, dad= a’l d,da,da? 3 0 10 (14.2) |14.6
30.2 SPC(15,2;4) 1 a,b al®=p2=e,bab=al a,b,ba 5 2 10 14.8
30.3 SPC(15,2,11) 1 a,b al5=b’=e, bab=a't a,b,ba 5 2 10 14.8
30.4 DH(15) 1 a,d al®=d?= e,dad= a! d,da,das 3 0 11 14.6
32.8 GDH(4,2,2) 1 a,d,b,c a‘= d?= b?=c?=e, dad=a’! (16.6) 9.6
32.10 GDCH(4,2) 1 a,b,c,d a‘=c?= d?=e, b?= a?, blab= a!,dbd=b" (16.6) 9.6
32.11  |(16.9)x Z» 1 (16.9) [9.7
32.13 (16.11) x Z2 1 a,b,c at=b%=c2=e,blab = a? a,b,ba,ac,c 3 14.21
32.14  |DH(4) X Z4 1 a,d,c a‘=d2=c*=e, dad=a! d,dac,a,c,ac,a? 223 14.21
32.15 Q X Za 2 a,b,c a* =c* =e, b2 =a2,blab=a? a,b,c,ac,abc,c? 14.22
32.16 - 1 a,b,d a* =b? =d* =e, dbd=ba? a,b,d,d?,db (16.9) 14.23
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1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12
Grp-Kr  |Grp-Bez c(G) |ES Erzeugende Relationen H* [H| n2 Z(G) Lemma
32.17. 1 a,b,d a8=b2=d?= e, bdb=da* a,ab,bda,b,d f<] 14.24
32.18 - 1 a,c,d a‘=c?=d*=e, dlad=ac a,d,ad,a?,d?, a?c,c |10 14.25
32.19 SPC(8,4;5) 1 a,b ad=b*=e,blab=a® a,a2,b,ba,b? 9 14.8
32.20 - 1 a,c,d a8=c2=d?=e,dad=ac a,a2,ad,d 7 14.26
TABELLE 3: Die nichtabelschen, nicht-GDC-Gruppen, deren Ordnung < 32 ist.(2)
1 2 3 4 5 6 11 12
Crp-Hr Grp-Bez c(G) ES Erzeugende Relationen H* Lemma
32.22 SPC(16,2;9) 1 a,b alb=ph2=e bab=a° a,a2,b,ba 14.8
32.23 GDH(3,2) 1 a,c.d a®=c?=d?=e, dad=al (16.6), (16.12) 0.8
32.24 (16.13) x Z2 1 a,b,c a8=b?=c?=e, bab=a® (16.6), (16.13) 9.8
32.26 GDCH(8) 1 (16.6), (16.13) 0.8
32.27 - 1 a,c,d a®=c?=d?=e dad=ac a,d,da,a,a (16.6) 9.6
32.28 - 1 a,c,d at=c2=e, d?= a*,dlad=alc a,d,da,a,a?a* 14.27
32.30 SPC(8,4;3) 1 a,b a®= b*=e,blab= a3 a,a?,b,ba,b? 14.8
32.31 1 a,c,d a* =c* =d? =e, dad=alc a,c,da,d 14.28
32.32 1 a,b a®=e, b*=a*brab=a? a,b,ba,badb?%a? 14.29
32.33 1 (16.6),(16.9) 0.8
32.34 1 (16.6) 9.6
32.36 GDCH(4,2) 1 (16.6),(16.9) 0.8
32.37 1 a,b,c,d a* =b?=c? = e, d?=a?, d'ad = al'd*bd=bc a,b,c,db,dab (16.9) 14.30
32.38 1 a,b,c,d a*=b?=c?=d?=e, dad=ac, dbd=a%b a,b,c,da,db (16.6),(16.9) 14.31
32.39 1 a,b,d a* = b*=d?=e, dad=a?, dbd =-b1a? a,b,d,ab,a?,db (16.6),(16.9) 14.32
32.40 1 a,b,d a* = b*=e, d’°=b?d'ad=a?, d*hd=a’b? a,b,ab,d,db,dab,b? 14.33
32.41 1 a,d,b a* =d* =b? =e, bab=a'd?, bdb=da? a,d,b,a? d?ba,bd (16.9) 14.34
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32.42 1 (16.6) 9.6
32.43 1 a,b,cd (siehe Lemma 14.35) a,b,ab,c,abc,abd,bcd,abcd (14.35) 14.35
32.44 1 (16.6),(16.12),(16.13) (9.8
32.45 1 (16.13) 0.8
32.46 1 a,b,cd a?=b?= c?= d*=e, d'ad= ab, d*bd=bc a,b,c,d,d?da,db (16.6),(16.9) 14.36
32.47 1 (16.6) 9.6
32.48 1 a,b,d at=b?=e, d?=.a%, bab=a%d'ad=ab a.a’a%d,da 14.37
32.49 DH(16) 1 a,d a'%=d? =e,dad=a! d,da,da® (16.12) 14.6




Tabelle 4:

1 2 3
Grp-Nr  |Grp-Bez [Co-Mo 1]
21. 2 SPC(7,3;2) -

22.2 DH(11) D11

24. 4 A4 X Z2 Ca2x A4
24.5 GDH(6,2) C2 x Ds
24.6 SPC(12,2;7) Cs X Da
24. 7 QX Z-, C3xQ
24.8 SPC(12,2;5) Cax D3
24.9 GDC(6,2) C2x<2,2,3>
2410  |DH(12) D12
24.11 S4 S4
24.12 - <2,3,3>
24.13  |GDCH(6) (4,6/2,2)
24.14  [SPC(3,8;2) <2,2,3>
24.15  |DC(12) <2,2,6>
26. 2 DH(13) Dis

27. 4 - (3,3]3,3)
27.5 spc(9,3;7) -

28.3 DH(14) D14

28. 4 DC(14) <2,2,7>
30. 2 SPC(15,2;4) Cs x Ds
30.3 SPC(15,2;11) Cs x D3
30.4 DH(15) Dis
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Die Originalarbeit enthalt an diesen Stelle einen

Auszug aus H.M.S. Coxeter/ W.0O.J. Moser :

,Generators and relations for discrete groups " Seite 134 und 135 :
sowie einen:

Auszug aus M. Hall+ J.K. Senior : "The groups of order 2", n<6 "
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Anhang 2: Computerprogramme

1. Das Programm CLASS5 zur Untersuchung der Gruppe Z2°
SeiG=2Z=<aila?=¢e;1<i<5>undB={ai|l< i < 5}. Dann ist B eine Basis von G.
Sei @o: B —G eine Abbildung. Dann |aR3t sich ¢o genau dann zu einem
Automorphismus ¢ von G fortsetzen, wenn gilt:

@o(a1) € G —{e} und @o(ai) € G — < aa,.., ai-1> (2<i<5). Dadurch die die Gruppe Aut(G)
eindeutig bestimmt. Es ist [Aut(G)| = [I5i (32 - 2') = 9.999.360 .

Sei H ein CES von G. Dann enthalt H eine Basis B von G.

Da alle Basen von G isomorph sind, ist B isomorph zu B.

Daraus folgt insbesondere, dal? H isomorph zu einem CES H ist, fir das B C H ist.

Ist H ein CES von G, so ist min(|H|,|H'|)<15. Sei H = {H|H ist CES von G,BCH,|H| <15}.
Aus dem obigen folgt nun, dal? jedes CES H von G &quivalent zu einem CES H € H ist.
Wir kdnnen uns also bei der Suche nach einer GRR der Gruppe G auf die
Untersuchung der CES aus der Menge H beschranken.

Istn € N, so sei Hh = {He H | |H| = n}.

Fir5<n<15istdann: |Hnl=(*°
Damit ergeben sich die Werte:

|Hs| = 1, |He| = 26, [H7 |= 325, |Hs|= 2600, |Hs|= 14.950, |H1o|= 65.780, |Hi1|= 230.230.
Wegen der grof3en Zahl der Automorphismen von G und der grof3en Zahl der zu
untersuchenden CES ergaben sich Schwierigkeiten hinsichtlich der Speicherkapazitat
der Computers und hinsichtlich der Rechenzeit.

Das Programm wurde am Computer des Hahn-Meitner Instituts Berlin durchgefihrt.
Fur die Ermoéglichung der Benutzung der Rechenanlage und die Unterstiitzung bei der
Erstellung des Programms sei hier Herrn Dipl. math. M. Ecker und Herrn Dipl. phys.

K. Ullmann gedankt. Die Rechenzeit des Programms betrug ca. 3 Stunden.
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1.1Die Arbeitsweise des Programms CLASS5

Die Menge der Gruppenelemente von G stellen wir durch die Zahlenmenge I={i|1<i<
32} dar,sodaBe=1undai =i+l (1 <i£5)ist.

Die CES H lassen sich dann als geordnete Zahlenmengen auffassen. Durch die
lexikographische Ordnung wird innerhalb der der Mengen Hn (5 n<15) eine
vollstandige Ordnung induziert. Diese Ordnung sei mit “<* bezeichnet.

Ist H € Hn, so ist es wegen der grof3en Zahl von Automorphismen von G unmdglich, zu
untersuchen, ob H isomorph zu einem H € Hn mit H < H ist. Wir beschranken uns
deshalb darauf K =min<{ @¢[H] | ¢€ Aut(G,B)} zu bestimmen. Da |Aut(G,B)| = 5! = 120 ist,
ist dies im Computerprogramm mit vertretbarem Zeitaufwand mdaglich.
IstH=[ij|1<j<n},soseiHn={ij|1<jm}fir5<m<n.

Sei p(H) = min {min {k | Hk < Hk}, n+1}. Istp(H)<n,soistH<H.

Also ist dann H isomorph zu Hund H<H .

Wir bestimmen dann das nachste zu untersuchende H durch H = Hk-1U{ik+j|1<jsn-k+1}.
Ist ik+n-k+1 >15 , so erhéhen wir ik-1 um 1 usw. Man Uberlegt sich leicht, dal3 alle CES
H* mit HSH*<H isomorph zu einem vor H kommenden CES sind. Ist p(H) = n+1, so
suchen wir ein ¢ € Aut(G,H). Zunachst bestimmen wir die Eckengrade der Ecken x € H
im Graphen Y = X(G,H)|n. Diese seien mit p(x) bezeichnet. Fir i € No, sei Ri(H) = {xeH|
p(x) =i}. Sei A(H) = {¢p €Aut(G) | p(ai) € Rpa,) (H) , (1=i<5)}. Wir bestimmen nun alle
Mengen @(H),(1<i<5). Ist @(H) = H fur ein ¢ €A(H) , so ist a(G,H) = |Aut(G,H)|= 2.
Dann untersuchen wir das nachste auf H folgende GES .

Ist' ~ Jji3 t H fur alle <p -6 A(H) , so ist wegen Aut(G,H) C A( a(G,H) =1 . Dann wird ff
ausgedruckt.

Auf diese Weise werden der Reihe nach die Mengen Xn , n = 5,6,...,15 untersucht. Ist
ein H gefunden mit a(G,H) = 1, so brechen wir das Programm ab. Dies war bein =12
der Fall.
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1.2 Programmbeschreibung CLASS5

Das Programm gliedert sich in die folgenden Abschnitte:

A) Einspeicherung der Gruppenelemente

B) Berechnung der Produktmatrix

1) Erzeugung eines neuen H

2) Prufung,ob H zu einem bereits untersuchten ES isomorph ist

a)Permutation der Basiselemente

b)Erzeugung von F;

c) Bestimmung von p

3) Prifung,ob es einen nicht trivialen Automorphismus ¢ € Aut(G,H) gibt.

In Abschnitt A) wird jedem x € G ein 5-Tupel zugeordnet, das die Exponenten angibt,
mit denen die Elemente der Basis B in x vorkommen.

In Abeschnitt B) wird die Gruppentafel, die hier Produktmatrix genannt wird, berechnet.
In Abschnitt 1) wird jeweils mit dem-in Abschnitt 2¢) bestimmte Wert p = p(H) ein neues
CES erzeugt.

In Abschnitt 2) wird die Gruppe Aut(G,B) auf H angewendet. Die Automorphismen aus
Aut(G,B) werden hier als triviale Automorphismen bezeichnet. Ein CES H wird trivial
genannt, wenn Aut(G,B) N Aut(G,H) # Q ist.

In Abschnitt 3) wird, die Gruppe A(H) auf H angewendet. Dazu wird das
Unterprogramm PRUFH2 benutzt. Zunachst werden die Eckengrade im Graphen
X(G,H)|n bestimmt. Dann werden die Mengen Ri(H) bestimmt. Anschliel3end wird die
Gruppe A(H) erzeugt. Schlie3lich werden die Mengen ¢ [H], 9€A(H) gebildet und mit H

verglichen.

2. ZU DEN WEITEREN COMPUTERPROGRAMMEN

Bei einigen Gruppen ist es sehr mihselig, wenn nicht gar unméglich, auf manuelle
Weise ein RS der G-Klassen zu bestimmen. Dies ist insbesondere bei solchen Gruppen
der Fall, bei denen es einen Orbit von Aut(G) gibt, der fast alle Gruppenelemente
enthalt. In einigen solcher Félle wird ein RS der C-Klassen und der Werte a(G,H) mit
einem Computerprogramm bestimmt. Bevor wir die Programme beschreiben, erlautern

wir die Arbeitsweise der Programme.

2.1 Die Arbeitsweise der Programme
Ist G eine zu untersuchende Gruppe, so sei H die Menge der CES von G .
Sei G* eine Menge, so dal gilt:
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G=G'U (G")1tund G* N (G*)1={xeG | x*=e }.

Ist He H, so sei H'=H N G* und.m(H) = [H*I.

Die Menge der Gruppenelemente stellen wir so durch die

Menge | ={i|1 i< 0(G)} dar, dal3 e = 1 ist, und es ein kel gibt, so dal? G*={i|1<i <k}
ist.

Ist G eine abelsche Gruppe, so fordern wir zuséatzlich, dal3 es ein x € | gibt, so dal die
Menge {i| 2< i< x} eine Basis von G ist. Ist H e H, so sei M(H) = {i | 1< i < m(H)}.

Die H € H stellen wir durch geordnete m(H)-Tupel (ij), je H dar,

so dal gilt H*={ij |1 =i <m(H)}. Dannist 2 < ij < k fur alle j eM(H).

Ist m € IN , so liefert die lexikographische Ordnung eine vollstandige Ordnung
innerhalb der m-Tupel. Diese sei mit < bezeichnet.

Sind H, H* eH und (ij), je M(H) die zugehdrigen Tupel, so sei H < H* genau dann, wenn
a) m(H) < m(H*) ist, oder

b) m(H) = m(H*) und .....

Dadurch wird in der Menge H eine vollstandige Ordnung definiert.

2.2 Beschreibung der Programme

Die Programme gliedern sich in folgende Abschnitte:

1. Einspeicherung 'der Gruppenelemente

2. Berechnung der Produktmatrix der Gruppe

5. Erzeugung der Automorphismen

4. Erzeugung eines neuen H

5. Bestimmung von p

In Abschnitt 1 wird ausgehend von einer Basis der Gruppe jedem Gruppenelement ein
Tupel zugeordnet, das die Exponenten angibt, mit denen die Elemente der Basis im
Element vorkommen. In Abschnitt 2 wird die Gruppentafel, die hier Produktmatrix
genannt wird, berechnet. In Abschnitt 3 werden die Automorphismen der Gruppe
erzeugt. In Abschnitt 4 wird ausgehend von dem in Abschnitt 5 bestimmten Viert p =
n(H) ein neues CES H erzeugt. In Abschnitt 5 werden die Vierte p = n(H) und _a(H) =

anz2 berechnet.
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DIE

TECHNISCHE

UNIVERSITAT
BERLIN

VERLEIHT MIT DIESER URKUNDE

Herrn Dieter Hetzel
geboren am 7. Dezember 1946 in Goslar

DEN GRAD

DIPLOM-MATHEMATIKER

NACHDEM DIE DIPLOMPRUFUNG
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Zusammenfassendes Urteil iiber die Ubungsarbeiten ===

Gesamturteil __sehr gut bestanden

BERLIN-CHARLOTTENBURG, den 2. November 1977

FACHBEREICH
MATHEMATIK

DER VORSITZENDE
DES FACHBEREICHSRATS

G turteile: mit v sehr gut gut b
Einzelurteile: sehr gut, gut, befriedigend, geniigend.
TU-18
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ZEUGNIS

Herr Dieter Het zel

GEBOREN AM 7. Dezember 1946 Nn_Goslar HAT DIE

DIPLOM-HAUPTPRUFUNG

IN DER STUDIENRICHTUNG MATHEMATIK
IM ORDNUNGSMASSIGEN VERFAHREN ABGELEGT

Urteil iiber die Diplomarbeit aus dem Gebiet:

Graphentheorie sehr gut

Urteile iiber die nachgewiesenen Kenntnisse in den Priifungsfichern:

Reine Mathematik sehr gut

-
Angewandte Mathematik geniigend
Spezialgebiet der Mathematik sehr gut

Nebenfach: Physik gut
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Lebenslaufe der fur diese Arbeit relevanten Professoren

Professor Jung betreute die Arbeit. Die Professoren Imrich und Watkins arbeiteten auf
dem Gebiet der reguléaren graphischen Darstellung von Gruppen und erzielten
wesentliche Ergebnise, die in dieser Arbeit verwendet werden.

Prof. Dr. Heinz Adolf Jung’

Heinz Adolf Jung wurde am 17. November 1936 in
Solingen geboren. Im Jahr 1958 schloss er seine
Schulausbildung am Fichte-Gymnasium in Krefeld mit
dem Abitur ab. Danach begann er ein Studium der
Naturwissenschaften fir das Lehramt in Physik und
Mathematik in KoIn. Schon zu Beginn seines Studiums
begann er sich verstarkt fur die mathematischen
Disziplinen zu interessieren. Er bewarb sich deshalb auch
um ein Promotionsstipendium, was auch erfolgreich war.
Er promovierte in Mathematik bei Klaus Wagner, einem
deutschen Pionier der Graphentheorie, auf eben diesem
Gebiet. Im Jahr 1964 legte H. A. Jung das Staatsexamen
des Lehramtsstudiums ab, ohne aber den Weg als Lehrer
ernsthaft anzustreben. Nach seiner Promotion erhielt er
ein Habilitationsstipendium und habilitierte sich 1968 mit
einem graphentheoretischen Thema. Seit 1969 bis zu seinem altersbedingten Ende
seiner Tatigkeit im Jahr 2001 arbeitete H. A. Jung als Hochschullehrer auf dem Gebiet
der Algebra und Graphentheorie an der Technischen Universitat Berlin. Dort war er
engagiert in Lehre und Forschung. Unter anderem war er Mitgrinder des 1991
eingerichteten Berlin-weiten Graduiertenkollegs ,Algorithmische Diskrete Mathematik®.
Er fihrte zahlreiche Doktoranden, darunter mehrere ausléndische Géste, zur Promotion.
Zahlreiche Auslandsaufenthalte in den USA, Kanada, Thailand und China zeugen von
der Wertschatzung seiner Arbeit Gber die Grenzen Deutschlands hinaus. Hervorzuheben
ist sein Engagement in diversen Gremien und Berufungskommissionen zur
Neuorganisation der mathematischen Fachbereiche und Institute an den Universitaten
der damals ,neuen Bundeslander®. Auch nach dem Beenden seiner beruflichen Laufbahn
hielt er den Kontakt zu seiner Universitdt aufrecht und blieb auch der Berliner
Mathematischen Gesellschaft treu. H. A. Jung verstarb am 4. August 2021 im Alter von
84 Jahren.

" Quelle: https://www.math.berlin/nachrufe/heinz-adolf-jung.html
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Prof. Dr. phil. Wilfried Imrich 2

Wilfried Imrich wurde 1941 in Wien geboren, ist verheiratet und
Vater zweier Kinder. 1959 begann er an der Universitat Wien
Mathematik und Physik zu studieren, 1964 arbeitete er am IBM
Lab in Wien (Filtersimulation) und 1965 schloss er sein Studium
mit einer Arbeit Uber Gitter und Volumen (Geometrie der
Zahlen) ab. Von 1965 bis 1973 war er studentischer Assistent,
Assistenzprofessor und auf3er-ordentlicher Professor an der
Technischen Universitdt Wien. Seit 1973 ist er ordentlicher
Professor  fiur  Angewandte Mathematik  an der
Montanuniversitdt Leoben. 1966/67 und 1969 hatte er
aulRerdem die Position eines Assistenz-professors an der State P /

Career University of New York in Albany inne, verbrachte das R /
Herbstsemester 1969/70 an der Lomonosow-Universitat in

Moskau und war wiederholt Gastdozent/Forscher an Universitaten in Syracuse (NY). ),
Montreal, Vancouver, Waterloo (Kanada) und Melbourne (Australien). Er war Betreuer
fur die Doktorarbeit. Studierende der Ingenieurwissenschaften und Mathematik haben
mehr als 120 wissenschaftliche Arbeiten und drei Forschungsmonographien
veroffentlicht. Zu seinen Forschungsinteressen gehdren die Struktur endlicher und
unendlicher Graphen, Graphautomorphismen, kombinatorische Gruppentheorie und
Graphalgorithmen. Sein Interesse gilt auch der Zusammenarbeit mit Stahl- und
produzierenden Unternehmen, was zu mehreren Projekten, Diplomarbeiten und
Dissertationen gefiihrt hat. Er ist Mitglied des Beirats der Osterreichischen
Mathematischen Gesellschaft, war von 2001 bis 2003 Dekan des Graduiertenstudiums
und von 1984 bis 1995 Leiter des Rechenzentrums der Montanuniversitat Leoben.

Prof. Dr. Mark Watkins3

Mark Watkins wuchs in der Nahe von Philadelphia auf. Er |
erwarb seinen Ph.D. in Mathematik an der Yale University
'64 nach seinem AB am Amherst College '59. Mark kam
1968 an die Syracuse University und war dort bis 2013
ordentlicher Professor fur Mathematik. Mit seinem
Syracuse-Kollegen  Jack  Graver  schrieb Mark
,Combinatorics with Emphasis on the Theory of Graphs*
und ,Locally Finite, Planar Edge-Transitive Graphs“ und
mehr. Er schrieb kurzlich den Text ,Passage to Abstract
Mathematics* mit einem anderen Syracuse-Kollegen,
Jeffrey Meyer. Mark liebte es zu reisen und bereiste die
ganze Welt, oft um seine Arbeit zu unterstitzen. Er sprach
flieRend Franzosisch und Deutsch und lernte Italienisch.
Sein  Lernhunger war grenzenlos. Nach seiner
Pensionierung meldete er sich weiterhin fir Nebenkurse in Geschichte und Kunst an. Als
lebenslanger begeisterter Naturliebhaber hegte Mark bis zu seinem Tod eine besondere
Vorliebe fur Kanufahren, Kajakfahren, Camping, Radfahren, Schwimmen und Wandern.

2 Quelle: http://imrich.at/career/ (Text in Englisch)
3 Quelle: https://www.legacy.com/us/obituaries/syracuse/name/mark-watkins-obituary?id=54985417
(Text in Englisch)
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